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PREMIÈRE THÈSE. 



THEORIE 



DES QUANTITÉS COMPLEXES 

A n UNITÉS PRINCIPALES. 



INTRODUCTION. 

Le présent travail a pour but d'exposer la théorie de certaines quan- 
tités complexes, d'après lés idées émises par M. Weierstrass et publiées 
dans les Mémoires de la Société de Gôttingue, en novembre i88/| (*). 

Dans l'état actuel de la Science, les seules quantités sur lesquelles 
on opère habituellement en Mathématiques sont les quantités réel/es, 
les quantités complexes, dites imaginaires, et aussi, depuis quelque 
temps, les quantités complexes d'Hamilton ou quatemions. 

Considérant, par exemple, les quantités imaginaires, on sait qu'elles 
s'expriment toutes au moyen des deux seules unités 



j et V — ' > 



prises d'ailleurs positivement ou négativement. Si l'on examine ces 
deux unités au point de vue purement algébrique, on voit qu'elles 
jouent dans les calculs le rôle de véritables clefs, c'est-à-dire que toute 



( > ) Zur Théorie der aus n Haupteinheiten gebildeten complexen Crôssen { Nachrichten 
von der K, G, d. It^, zu Gôttinge/i, S. SgS; 1884). 

H. I 
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égalité entre quantités imaginaires équivaut, en réalité, à deux rela- 
tions entre quantités réelles. L'attention attirée sur ce fait, l'esprit se 
demande naturellement si l'on ne pourrait pas établir une Algèbre 
fondée sur la considération de n unités principales ou symboles abstraits^ 
qui, eux aussi, feraient dans les calculs l'office de clefs. 

L'origine des recherches de M. Weierstrass fut, comme il le dit lui- 
même [loc. cit.^ p. 395), l'opinion émise par Gauss dans son Arithmé- 
tique supérieure (*), qu'il était impossible d'accorder les règles du 
calcul de quantités de cette nature avec les règles du calcul ordinaire. 
M. Weierstrass montre, au contraire, que la chose est possible d'une 
certaine manière, au moins, et semble penser que ce serait pour n'avoir 
pas connu l'existence de ce que lui-même nomme les diçiseurs de zéro, 
que Gauss aurait été amené à émettre son opinion. Toutefois, ce ne 
peut être là qu'une conjecture, car le passage cité ne permet pas dr 
trancher la question, et, d'autre part, le contexte ne fournit aucune 
indication à ce sujet. 

Quelque temps après la publication du Mémoire dont il s'agit, un 
autre éminent géomètre, M. Dedekind, reprenant la même question (^), 
fit voir que le nouveau calcul ne différait pas au fond du calcul de cer- 
tains systèmes de quantités, que lui-même appelle corps finis ('); ce 
qui ramène ce calcul à des opérations déjà usuelles dans l'Algèbre 
supérieure. Il est naturel que les recherches de M. Dedekind trouvent 
aussi leur place dans les pages que j'écris. 

J'ai divisé ce travail en trois Parties : 

L^i première Partie contient l'exposé des principes fondamentaux du 
calcul des quantités complexes, d'après le Mémoire de M. Weierstrass. 
Arides et abstraits, mais indispensables, les commencements de cette 

( ») GaiLKs fferke^ Band II, S. 178 (édition de Grollingue, 1876). 

(' ) Zur Théorie der aus n HauptelnhcUen gebildeten compJexen Grossen voa Dedekind 
{ Nachrichten von der K. G. der /f^. zu Gôtiûigen, S. i^i ; i885). 

(») Sur les Corps finis, on peut consulter le Mémoire do M. Dedekind, paru en plusieurs 
fois dans lo JiuUetiudes Sciences mathématiques de M. Darboux (années 1876, 1877). Les 
recherches qu*on y trouvera se rapportent ù un sujet tout ditrérent de celui que nous 
traitons, mais offrent cependant certains rapprochements qui ont guidé M. Dedekind. On 
peut consulter aussi les Notes do M. Dedekind, publiées ù la suite de la deuxième édition 
des rorlcsiuigen iiber Zahlcnthcoric von P. G. Lejouno-Dirichlel, § iSq. p. 4'^3- 
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théorie conduisent finalement à des calculs très simples. La plupart 
des idées qui composent cette première Partie sont tirées du Mémoire 
mentionné, mais un certain nombre de détails nous appartiennent. Si 
l'on observe que l'écrit de M. Weierstrass est d'une concision extrême, 
on s'expliquera pourquoi je me suis surtout attaché à présenter la 
théorie d'une manière aussi méthodique et aussi claire que possible, 
en élucidant les détails et démontrant certaines propositions simple- 
ment affirmées par M. Weierstrass, sans craindre même de retrouver 
quelques résultats de plusieurs manières; j'ai cru, par là, faire mieux 
ressortir la pensée profonde de l'auteur que je commente. En outre, 
j'ai souvent insisté sur le cas de n = 2, à cause de sa liaison intime avec 
le calcul ordinaire des quantités imaginaires. 

La deuxième Partie m'est presque entièrement personnelle; trois 
points seulement sont extraits du Mémoire de Gôttingue; ils seront in- 
diqués en leur temps. Les principes fondamentaux du calcul ayant été 
établis dans la première Partie, j'étudie dans la seconde quelques-uns 
des points les plus importants, non plus du calcul élémentaire, mais de 
l'algèbre des quantités et variables complexes. Un coup d'œil jeté sur 
la Table des matières sutïira pour se rendre compte de la nature des 
questions qui y sont traitées. 

La troisième Partie contient l'exposé du Travail de M. Dedekind; elle 
est formée de deux Chapitres. Le premier renferme l'idée fondamen- 
tale de l'auteur. Le second est consacré a l'étude de certaines équations 
de condition. Cette étude repose en grande partie sur des calculs assez 
difficiles, que M. Dedekind a résumés dans son Mémoire : j'ai cru rendre 
un vrai service à ceux qui voudraient étudier cette question, en réta- 
blissant la plupart des intermédiaires; on trouvera ces calculs groupés 
dans le § II de ce Chapitre ( * ). 

Il m'a semblé que je devais séparer l'exposition des Mémoires de 
M. Weierstrass et de M. Dedekind, parce que, bien qu'ils concordent 
dans le fond, ces deux Mémoires procèdent par des voies absolument 
différentes, qu'il parait utile de faire connaître à cause de leur intérêt 



(*) Afin de faciliter la lecture de ces calculs, j'ai reproduit, dans un Tableau séparé, les 
formules relatives à ce paragraphe. 
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propre; enfin, m'étant proposé d'expliquer les résultats acquis au sujet 
des quantités complexes, je devais exposer les deux Mémoires qui sont 
les seuls (*) parus sur ce sujet. 

On me pardonnera, je Tespère, d'avoir introduit dans les deux pre- 
mières Parties de ce Travail une terminologie presque complète et 
même d'avoir créé le signe ô pour désigner un diviseur de zéro : cela 
m'a paru absolument nécessaire pour éviter d'interminables longueurs. 



PREMIÈRE PARTIE. 



CHAPITRE I. 

PREMIERS PRINCIPES DU CALCUL DES QUANTITÉS COMPLEXES. 



§1. 
Définitions. — Les unités principales. 

1. Toutes les quantités complexes que nous considérerons forme- 
ront ce que nous appellerons V Ensemble «f . Une quelconque d'entre 

elles sera un élément de l'Ensemble «f . 

2. Le but que nous avons en vue étant d'établir un calcul des quan- 
tités complexes qui soit en harmonie avec le calcul des quantités ordi- 
nairement employées, certaines conditions sont à remplir, quelles que 
soient d'ailleurs l'origine et la définition de l'Ensemble <f . 



( * ) Dans le deuxième Volume de ses Vorlesungen ùher allgemeine Arithnietiky M Stolz 
doit aussi traiter des quantités complexes à n unités principales. Annoncé en librairie pos- 
térieurement au dépôt de notre manuscrit à la Faculté dos Sciences, le Livre de M. Stolz 
est encore sous presse, au moment même (décembre i885) où nous faisons imprimer cette 
thèse. 
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I** 11 faudra que, si a, b,c, ... sont des éléments de l'Ensemble «1\ 
leur somme, leur différence, leur produit et leur quotient deux à deux, 
c'est-k-dire 

a-\-b, a — b, ah, -rj 

soient aussi des éléments du même Ensemble. 

2** Il faudra que les théorèmes dits commutatif, associatif ^i distri- 
hiuif ^\ent lieu par rapport à ces éléments, tant pour l'addition que 
pour la multiplication; en d'autres termes, on doit avoir, en général, 

Ia -^ b^=ib-h a^ 
(a -h ô) -H c = (a -h c) 4- 6, 
{a — b)-h b = a; 

/ ab=^ bttj 

(2) {ab)c—{ac)b, 

On Y ajoutera l'égalité 

(3) ?^ = «' 

qui sert de définition au quotient des deux éléments^ et 6« absolument 
comme la troisième des égalités (i) sert de définition à leur différence. 
Ainsi nous excluons d'avance tout système de quantités complexes 
dont la définition ne permettrait pas de satisfaire k ces diverses condi- 
tions. 

3. L'Ensemble & des quantités complexes, que nous considérons ici, 
sera celui dans lequel elles ont la forme 

^1» $2» •••» ^/ï sont des nombres réek, commensurables ou non, ils 
portent le nom de coordonnées de la quantité complexe; e?,, e.,, , . . sont 
n symboles, auxquels nous laisserons leur plus haut degré d'abstrac- 
tion, sauf k exiger la vérification de certaines conditions et k ne pas 
leur donner de définitions contradictoires. A cela près, nous restons 
absolument maîtres de les définir comme nous voulons. 

Ces n symboles abstraits seront appelés les unités principales. 
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4. Une première condition absolument indispensable est que ces 
n symboles soient linéairement distincts, c'est-à-dire qu'il n'existe enlre 
eux aucune relation de la forme 



(4) 



A| €i -+- Af €j -+- . . . -+- A/i €fi — O, 



dans laquelle X|, ^2* • • •» ^n sont des nombres réels qui ne sont pas fous 
nuls. Il est manifeste, en effet, que si une telle relation existait, les 
éléments de l'Ensemble & ne dépendraient pas en réalité do n unités 
principales, mais d'un moindre nombre. 

5. Première conséquence de cette condition. — Lorsqu'un élément de 
t'Knsemble £ est nul, ses n coordonnées sont nulles séparément. 
Deuxième conséquence, — Si deux quantités 



6 = (3, ^1 -h (3,e, -h. . 



.-4- a^eny 



sont égales, leurs coordonnées de même rang sont égales deux à deux, 
c'est-à-dire que l'on a 

car, si a = 6, la différence a — b doit être nulle, les n coordonnées de 
cette différence sont donc nulles aussi; or ces coordonnées sont préci- 
sément 



6. Troisième conséquence. 
l'Ensemble £ 



Soient a,, a,, ..., a^^ n éléments de 



{^) 



«t = ItX ^1 






SI» ^nt 



^/i — Sm^l ~J" S/îî^l -h. . . H- CnnCn* 



Supposons que le déterminant 



(^>) 



ne soit pas nul. 



%n 


i\i • 


Sl« 


ç.. 


Ç,. • 


st« 




S/n 


Ç/i/ï 



( 1 ) 

Soient, de plus, X,, >.2, . . ., X«, n nombres réels indéterminés, mais 
qui ne sont pas tous nuls; la quantité 

^j «1 4- ^1 aj -h . . . -h ^n ^/» 

ne pourra jamais être nulle. 
On a 



(^ISI»"^" ^îSî» -+-••••+- A;,^;,^)^;,. 



Cette quantité est elle-même un élément de TEnsemble £; elle ne peut 
donc être nulle que si ces n coordonnées sont nulles, c'est-à-dire si 
l'on a 

/_v . ^iÇil H- ^jÇïi -+-• • •-+- X^j^rtj = 0, 

(7) ' 

...^.., 

Or, puisqu'on a 

considérées en >.,, Xj, ..., \, ces équations n'admettent pas d'autres 
solutions que 

ce qui est contre l'hypothèse. 

7. Remarque. — Il est facile de voir que la démonstration précé- 
dente repose sur ce que la quantité 

^1 a, -h Xj ûTj H- . . . + Xrt a« 

fait partie de l'Ensemble &, aussi bien que les éléments a,, a^, . . ., a^. 
Elle serait, par exemple, en défaut si, au lieu de définir les éléments de 
l'Ensemble «t comme nous l'avons fait, on n'admettait dans leurs expres- 
sions que les seules coordonnées commensurables et que l'on fît choix, 
pour les nombres X,, >.2» • • •» ^«^ de valeurs incommensurables; à la vé- 
rité, les relations (7) continuent à ne pouvoir être vérifiées par les va- 
leurs prises pour).,, >.2> •••> ^nî ïnais ces relations elles-mêmes n'ont 



(8) 
plus aucun lien avec la question. En effet, les quantités 



i/in 



n'étant plus co7?îman^£//»We^ (en général du moins), 

X, eZi 4- ^1 «2 "^ • • • 4" ^n ^n 

n'est plus un élément de l'Ensemble £, et, dès lors, on ne peut plus af- 
firmer que ces quantités sont séparément nulles lorsque 

X, a, H- Xj ÛTj 4- . . . -h )./! Gn 

l'est. Néanmoins, même dans le cas actuel, la démonstration subsiste 
pleinement si, pour X,, Xj, .•.,>.;,, on prend exclusivement des valeurs 
rationnelles. 

8. Les autres conditions à imposer aux unités principales se dédui- 
sent de celles indiquées en général au n** 2 pour toutes les quantités de 
l'Ensemble C. 

La somme et la différence des deux unités Cp, e^ fait évidemment 
partie de l'Ensemble £ ; en ce qui concerne leur quotient, on n'aura qu'à 
particulariser les résultats qu'on trouvera plus loin pour le quotient de 
deux éléments quelconques a et 6. 

Enfin, pour le produit e^^^, nous devons exiger qu'il soit exprimable 
linéairement au moyen des n unités; nous posons donc 

Les trpq sont des nombres réels. Il ressortira de l'ensemble de ce 
travail que ce sont véritablement ces nombres qui définissent le système des 
unités principales, et que leur choix est arbitraire dans certaines limites que 
nous apprendrons successis^ement à connaître. 

9. Les théorèmes exprimés par les égalités (i) sont évidemment 
satisfaits pour tout choix des nombres irpq\ il "'en ^st pas de même des 
égalités (2). 



( 9) 
Le théorème commutatif ( * ) pour la multiplication nous oblige i\ 
écrire 



^p^q — ^q^p 



et, par conséquent, 

(9) ^rpq^^^rqp 

pour toutes les valeurs 

10. D'après le théorème associatif, on doit avoir 

(10) {epeg)er = {eper)eq (/>, q,r=i,2, ...,/i) 

ou bien, en appliquant plusieurs fois de suite la formule (8), 

\Blpq€i •+- Êjpgr^jH"» • • H" ^npq^n)^r^^^^\^lpr^i "+" ^ipr^t 4- ... -h ^npr^nf^q 

OU encore 

^=^£ipr(£iiî^i ~i~£ji^^î ■+"•••+ 6/117^») 4~ fijpr (fiiiç^i ~t" €«^^2 4-. . . + ^ntq^n) "+"••• 

4" £/ipr(Êl»9r^l 4- ^ijtq^t 4" ... 4" ^nnq^n)' 



(1) Le théorème commutatîf n'est pas valable pour la multiplication dans le cas des 
quaternions; aussi les quaternions ne rentrent-ils nullement dans la théorie que j'expose. 

On sait qu'un quaternion Q est une quantité complexe dépendant des quatre unités prin- 
cipales : I , /, y, k^ sous la forme 

Q =^ w -\-ix -\-Jx 4- kz ; 

w^ x^y^ z sont des nombres réels (appelés scalars). Les égalités définissant les symboles 
^y? A* [elles correspondent à l'égalité (8) du texte] sont 

y = ^» fi = ~ A-, 1» = — I , 
ki =y, ik = —y, fi = — I , 
/A = ï, ^ = — ^ A* = — 1 ; 

dans ces égalités le facteur de gauche est toujours considéré comme le multiplicateur. On 

voit qu'on a 

ij = — yï, ki = — zA", jk = •— kj. 

(Voir TraM élémentaire des quaternions, par Tait, traduit par Plarr. Gauthier- Villars ; 
1884.) 

B. 1 



( 'o ) 

Cette égalité et les égalités analogues fournissent chacune n relations 
entre les e^^; le type général en est 

11 est possible de vérifier les égalités (9) et (1 1) par une infinité de 
systèmes do nombres irpq- On peut le voir de la manière suivante : on 
se rappelle que nous sommes absolument maîtres (n** 3) de la défini- 
tion des symboles e,, ^2» • •• ^«; nous pouvons, par conséquent, les 
définir par la formule 



(12) 



^p^q ^3 



les deux indices/? et ç étant différents, et par la formule 



(i3) 



6p € p — €p 



quand les deux indices sont égaux. Alors (8) les i^pq sont tous nuls, 
excepté 

... — ^nnn — ' • 



111 



îîî — «H3 



Et les égalités (9) et (11) sont vérifiées pour ce système particulier 
de nombres t^pq* Maintenant, de celui-ci on en déduit une infinité 
d'autres. 

Prenons un système quelconque de n' nombres ^y, assujettis à la 
seule condition que le déterminant 









^1/1 



« • • . . • 



^/il Srtî • - • Knn 



soit différent de zéro. Et posons, en conservant aux ^,, e^, . . .,e,, les 
définitions indiquées tout à Theure (12 et i3). 



(i4) 



El =^11^1 -HÇ|2«î 






\ '^n — ^n! ^1 ~+~ Çni^j + . . . -f- 



'^nn^fi' 



( I' ) 

Les n quantités E,, Ej, . .., E;, sont linéairement distinctes (n'^G); et, 
en tenant compte des formules (12) et (i3), on voit que l'on a 

( EpEy=:Eq,Ep, 

j (EpE^)E;.=i(E^E|.)E^. 

De plus, E^E^ s'exprime en fonction linéaire de e^,(\^, ...,e„, et, par 
suite aussi, en fonction linéaire deE^, E^, . .., E,„ parce que, d'après la 
condition S 7^0, les équations (14) donnent e,, ^2, ...*^« en fonction 
linéaire deE,,E2, .. ., E^. 
On a donc 

Les nombres s^^^ doivent nécessairement vérifier les égalités (9) et 
(i i) k cause des relations (1 5), qui ont été établies directement. D'autre 
part, il y a une infinité de systèmes des nombres ê),^^, puisque ceux-ci 
dépendent seulement des nombres Ç/y qui sont absolument arbitraires, 
à la seule condition près 

Faisant maintenant abstraction du système E,, E.^, . .., E^^, il est 
démontré que les égalités (9) et (11) peuvent être vérifiées d'une infi- 
nité de façons (*). 

11. Cas particulier : n= 2. — Pour simplifier l'écriture, posons 
On a alors 

e\ = Xei-h X'e,, 

les diverses conditions que doivent remplir les six coefficients X, V, (a, 



(1) La formation des solutions des équations (9) et (11) forme une grande partie du 
Mémoire de M. Dedekind, dont on trouvera l'exposé dans la troisième Partie. La démon- 
stration que nous donnons ici de Texistence d'une infinité de systèmes de solutions de ces 
équations, suffît pour atteindre notre but actuel^ et c'est pour cela, sans doute, que M. Weier- 
strass (Mémoire cité, p. 897) s*est simplement contenté d'affirmer cotte existence. 



( lo 

(x', V, v' se tirent des deux seules égalités 

OU 

et se réduisent à 

fJL* H- |Jl' V — Xv — |JLV' =1 o. 

On peut se donner v quelconque, mais différent de zéro; les trois 
égalités (i6) sont vérifiées dès qu'on pose 

.^~ y 

(17) 






sur les six coefficients, trois sont donc tout à fait arbitraires, et un 
quatrième n'est assujetti qu'à être différent de zéro. 
Si Ton prend v = o, on aura 

/xVh-|ul'«— w'X — v'X'z^o, 

On doit faire (a = o ou \ff = 0. Si \l = o, on n'a plus qu'à vérifier la 
seule égalité 

ce qui permet de prendre, d'une manière quelconque, trois des coeffi- 
cients. Si (jl'= o, on'a 

(^-^y)X'=o, 

ce qui exige seulement \l = v', puisque \l est supposé différent de zéro, 
de sorte que, outre X, deux des trois coefficients (x, X', v' sont arbi- 
traires. 

Concluons donc, en réunissant les deux cas v ^ o et v = o, que quatre 
des six coefficients peuvent toujours être pris arbitrairement. 



( '3) 

§ n. 

Les quatre opérations sur les éléments de TEnsemble C. 

12. Soient 

Addition et soustraction, — On a de suite 

La somme et la différence de deux éléments de l'Ensemble C sont donc 
des éléments du même Ensemble. De plus les théorèmes (i) (n^ 2) 
sont vérifiés. 

13. Multiplication. — Formons le produit a6; on a 

-h a,P,eïe,+ aj(3,e* 4- a, (3, e, e, -h . . . 4- a„ (3, e„ e, 



-+- a,Prteie„-h a,(3;,eie„4- <X3p;,e,e;,4-. . .4- a„(3;,ej. 

Chacun des produits CpC^ s'exprime en fonction linéaire à coefficients 
réels des unités principales, en vertu de l'égalité (8); il en est donc de 
même de ab : ainsi ab fait partie de V Ensemble &. Imaginons maintenant 
qu'on ait écrit le produit ba^ si l'on remarque alors qu'un terme quel- 
conque du produit ab^ par exemple 

a son correspondant 

dans le produit ba, et que d'ailleurs 

^p rq ■^- r7 ^p> ^p ^q "^^ ^gCp, 

on devra conclure 

ab =: ba. 



( '-4 ) 

Un raisonnement pareil nnanifesterait qu'il en est encore de même 
(les deux relations suivantes 

{ab)c ^z{ac)b, 
a{b -hc)=ab -\- ac, 

et nous voyons que les théorèmes (2) (n^ 2) sont satisfaits. 

11. Division. — Relativement à la division de deux quantités com- 
plexes a et A de l'Ensemble proposé, nous partons de l'égalité (3) 
(n** 2^\ prise comme définition, ce qui, du reste, est absolument con- 
forme à la manière dont on procède dans les éléments du calcul ordi- 
naire; et nous exigeons en outre que le quotient 



déjà tel que 



a 



cb =r -r 6 = a, 
b 



soit une quantité de même forme que a eti, c'est-à-dire fasse partie de 
l'Ensemble £. Dès lors, la division de a par b revient à la détermina- 
tion des coordonnées Y0Y2, . . ., Y» ^^ l'élément c par la condition 

cb:=.a 
OU 

OU bien 

yi (Pi^î -^ Pî^i ^i-^- • • -^ P/i^i^/i) 

-H yt (Pi^i^i -H Pi«î -h ... 4- (3«e,e„) 



En remplaçant les produits CpCg par leurs valeurs tirées de (8) 
(n^* 8), puis égalant de part et d'autre les coefficients des e^.e^, . . ., e^, 
on obtient, pour déterminer les ncoordonnéesYwYa» • ••» T/i» l^s n équa- 



( «5) 



tions linéaires, 



yi(£iiir^i-H£|ii(32-h...4-£,i«^/,)-t-ys(£i2iP,-f £i2îl3i-h... + £,2«f3«)-f-... 

-Hy«(ei«iPi-+-£i/iî[32-h. . .-+-£,„„;3;,):rr aj, 

yi(s2iiPi-^eîii(3ï-f-...-heîi„(3«)-f-y2(£j2ij3,-h£mPî-^.-.-H£2î«P,,)-h... 
(i8) ( -+-y«(£2/iiPi-»-£2/iïî52-+-- • •-^£2////|3„)i= 3^2, 



yi(^«nPl~'~^/II2p2)-|--..4-£«l« Hrt)+ y2(£//î lpl + S/îl2p2~'~'-- ~*~^/i2«p//) ■+"••• 

7«(£/l/iI pi ~i~ £/î/i2p2'^~ • • • +£«/!« pw) ^= ^n 



S -- 



15. Considérons le déterminant 



^111 pi "^ £ll2P2 
^211 Pi ~+" £«12p2 



£|l/lp/* £l21 pi ~+" • • • + £i2«p« 
^21 «p« £221 Pi H" • • • ~^~ Ê22/lP« 



^Inl Pi "^ • • • "^ ^1«« r'i 
• • ^2/1 1 pi -H • • • -f" ^inn P« 



^«11 Pi "J" ^/ïi2K2 "+"■••■+■ S/ll«P« ^/f 21 pl "^ •••"+■ S/l2nprt •■• £///il Pi H~ • • • "^~ £««/! p/i 

Ce déterminant contient deux sortes de quantités; les premières dé- 
pendent du système des unités principales : ce sont les trpq\ les secondes 
dépendent uniquement de la quantité complexe particulière qui sert 
de diviseur : ce sont les coordonnées ^1,^2, . . ., P„ de l'élément b. 

Le choix des trpç pourrait être tel, que le déterminant £ fût nul, 
quelles que soient les coordonnées ^1,^2» •••'?«(*) • 1^ système des 
équations (i8) serait alors toujours impossible ou indéterminé; aussi 
nous excluons désormais et a priori tout système de nombres £^^^, pour 
lequel ce cas se présenterait. On se convainc que le déterminant £ peut 
ne pas être identiquement nul, en prenant un cas particulier, par 
exemple, celui indiqué pour une autre fin (n° 10) et qui répond aux 
formules (12) et(i3). 

Ayant donc supposé que le déterminant £ n'est pas identiquement 
nul, si les coordonnées du diviseur b ne rendent pas nul £, on trou- 
vera, quel que soit le dividende a, un système unique et déterminé de 
coordonnées YmY2» -^Y/i et, par suite, une valeur unique et déter- 
minée du quotient cherché c. Mais, au contraire, si les coordonnées 



(*) Par exemple, si Ton prenait Srpq = i> pour toutes les valeurs r,/?,ç = 1,2, ...,//. 
Ce système de nombres 6rpq d'ailleurs ne serait pas exclu par les conditions (9) et (i i). 



( '6) 

de b rendent nul £, ou bien il n'existera aucun système de coordonnées 
finies Yi' Ta» •••» Tn vérifiant les équations (i8), ou bien il en existera 
une infinité et quelques-unes au moins parmi elles seront absolument 
indéterminées : cela dépendra des coordonnées a,, ag, .. ., a^j du divi- 
dende a. 

16. Dmseurs de zéro. -- Prenons le cas particulier où 

a = 0, 
c'est-à-dire 

«1 :^ Ofj =:: . . . = ÛC^ :=i: O ; 

les équations (18) seront compatibles et, outre le système de solu- 
tions 

en admettront une infinité d'autres, et cela, du reste, que l'on suppose 
b = o oub^o. 

Soit 6^0 etc une quantité complexe dontles.coordonnées y,, ya, ..., 
y„ ne sont pas toutes nulles et vérifient les équations (18). 

On aura 

et cependant 

un tel fait ne se présente jamais dans le calcul ordinaire basé sur les 

deux unités principales i et V— i. Le diviseur considéré ô^oestalors 
appelé par M. Weierstrass un diviseur de zéro; ce que j'écrirai 

On peut, si l'on veut, continuer à appeler b un diviseur de zéro, 
lorsque 6 = 0, car on a certainement alors e = o. 

La dénomination dimeurde zéro, donnée au diviseur i, est évidem- 
ment fondée sur la propriété bc = o qui suppose a = o ; mais, en réflé- 
chissant sur ce qui précède, on voit de suite que cette propriété du 
diviseur de zéro b dépend uniquement du déterminant e qui est nul et 
où n'intervient point la quantité a, de sorte que l'on doit définir un 
diviseur de zéro : « un élément de V Ensemble <t pour lequel le détermi- 
nant t correspondant est nul » . 



( '7) 

17. b et c n étant nuls ni run ni l'autre y si b est un diviseur de zéro et 
que bc = Oy c sera aussi un di\^iseur de zéro. 

Cela se déduit immédiatement des équations (i8), où Ton suppose 
a, = aa = . . . = a;, = G. Il suffit, en effet, pour le voir, d'observer que le 
déterminant e' de ces équations considérées non plus en y<> Ta. • • •» Y»» 
mais en p,, ^2 •••• ?«» est nul : car, s'il ne l'était pas, les équations (i8), 
contrairement à l'hypothèse, ne donneraient que le seul système de 
solutions 

Cette propriété d'un diviseur de zéro b^o, qu'il existe certaines 
autres quantités c^o, telles que le produit bc soit nul, est donc une 
propriété caractéristique des diviseurs de zéro. 

18. Le produit d'un diviseur de zéro par une quantité complexe quel- 
conque est lui-même un diviseur de zéro. 

En effet, 

équivaut à 

bc = o, 

pour c ayant certaines valeurs; on a donc aussi 

kbc = o ou {kb)c =^o; 

donc (n^l7) 

^^ = ©. 

19. Cas de n= 2. — Reprenons les notations du n** 11 ; en suppo- 
sant, par exemple, v ^ o, on sait qu'on a les deux conditions 

] V 



V* 



Ici 



£ = 



B. 



=afx'-fx>/)p«+(Xv'-vxo(3,p,+(fxv'-v^O(3;; 



( '8) 
on vertu des formules (17), on a 

(■9) !,y_,v^v_:^(,,_^,). 

D'après cela, il est nécessaire et suffisant, pour que e soit identique- 
ment nul, que 

Xv — jUL* zz: O. 

20. Soit donc, au contraire, 

Xv — jUL* ^ O. 

Si p^ = P2 = o, e est nul; pour qu'il existe d'autres valeurs réelles de 
^,, ^3 annulant e, il faut et il suffit que 

(>y— VV)*— 4(V— fAV)(fXv'— VfJL')>0 

ou, à cause des formules (19), 
ou simplement 

(ao) (fJL 4- v')*+ /i(Xv — ^î) > o; 

cette condition sera, en particulier, toujours remplie si Ton prend 

>.v — jjL* > o : 
d'où cette conséquence : 

Même dans le cas de n = 2, il existe des systèmes d'unités principales, 
tels que les Ensembles de quantités complexes qui en dépendent admettent 
des diviseurs de zéro. 

21. Examinons le cas, plus particulier encore, où n = 1, ^, = i, 

f>3= y/— I. On a ici 

e^'=.exf e^e%'=- e^j e^:rz 1; 



i 



( '9) 
donc 

X=zl, ft' = I, Vizz — I, 

V n'est pas nul, on est dans le cas du n^ 19; les conditions (17) sont 
remplies. De plus, £ n'est pas identiquement nul, puisqu'on a, dans 
notre cas, 

|UL* Xv Z= I . 

Enfin, [x-f-v' étant nul et Xv — [x^<o, la condition (20) n'est pas 
satisfaite, et il n'existe pas de valeurs réelles de p, et de p^ autres 
que o, o annulant e; c'est ce que montre d'ailleurs directement 
l'expression s, qui est 

Donc, il n'y a pas d'autres diviseurs de zéro que zéro dans le cas où l*on 
prend les deux unités principales i et sj — 1 . 

Ainsi la théorie présente concorde absolument avec les résultats du 
calcul ordinaire. 

22. Application; équation du premier degré. — L'utilité de l'introduc- 
tion des diviseurs de zéro sera rendue manifeste par la suite de ce tra- 
vail; néanmoins, nous la ferons pressentir dès maintenant. 

Considérons l'équation en quantités complexes à n unités princi- 
pales 

(21) a -h bœ = 

{a et b sont des éléments de l'Ensemble &). 

La résoudre revient évidemment à effectuer la division de — a par h. 
Si b^Q, d'après la théorie précédente, on trouvera toujours une 

quantité complexe x et une seule vérifiant l'équation (21); x sera la 

racine de cette équation. 

Si è = ô, supposons ce diviseur de zéro de la forme 

h = kb', 

k étant lui-même un diviseur de zéro et b' ne Vêtant pas. Alors les équa- 
tions ( 1 8), où nous admettons que Yi , Ya» • • • » Y» ^^"^ '^^ coordonnées 
de l'inconnue x, ne conduisent pas à des quantités finies et détermi- 
nées; l'équation (21), elle aussi, n'aura donc point une racine finie et 



(ao) 

déterminée. Un cas est particulièrement intéressant, c'est celui où, en 
même temps que b = kh\ on a aussi a = ka\ 
Considérons alors l'équation 

(22) a' -\- b'x ^=.1, 

OÙ / désigne un diviseur de zéro quelconque dont le produit par le 
diviseur de zéro k soit nul. Il existe une infinité de telles quantités 
(n®16); on aura donc une infinité d'équations analogues à l'équation (22) 
et, par suite, une infinité de valeurs de œ vérifiant l'équation 

k(,a'-^b'x) = kl = o 

OU 

a -h bx=LO, 

Si l'on suppose que l'Ensemble des quantités complexes considérées 
dépend des deux seules unités principales i et \/— i, on retrouve 
comme cas particulier cette proposition : 

L'équation du premier degré a-\-bx = o ^ toujours une racine et 
une seule si i^o (si è^ô); si 6 = o et si a = o (si 6 et « sont des 
multiples d'un même diviseur de zéro), l'équation aura une infinité de 
racines. Si è = o et a^o, l'équation sera impossible. 



CHiPITRE IL 

EXPRESSION DES QUANTITÉS COMPLEXES AU MOYEN D'UN SYSTÈME PARTICULIER 

D'UNITÉS PRINCIPALES. 



La quantité e^. 



23. Soit 



un élément de l'Ensemble £ , qui ne soit pas un diviseur de zéro; si l'on 
remplace, dans les équations (18), p^, ^^, ..., p^ respectivement par 



( 2. ) 

a,, ao, . . ., a„, celles-ci fourniront un système unique de valeurs tinies 
et déterminées pour les coordonnées Y», Y2» •• •» Y« d'une certaine quan- 
tité complexe e^. 

Cette quantité complexe sera donc, par définition même, telle que 



a 

eo — - 
a 



Propriétés de e^, 

24. Première propriété. — Un élément quelconque de V Ensemble & 
reste invariable quand on le multiplie par e^ . 

Soit 

c =z beo z=z b -i 
a 

je dis que c^= b. 

Pour obtenir les coordonnées de c, il faut, en effet, effectuer le pro- 
duit ba et l'identifier avec le produites. 

Soient: 

1° 6 = o. Alors il faut forcément c = o, donc 6 = c; 

2^ ft^o. Alors, puisque a^^ô, les équations (i8) déterminent un 
système unique de coordonnées Ym Ya' •••» Y/» finies et déterminées; 
par conséquent, si l'on connaît un système de coordonnées vérifiant ces 
équations, on est sûr qu'il n'y en a pas d'autres; or le système 

satisfait évidemment, car il transforme en identité l'égalité 

ca^= ba \ 

on a donc 

a 

C. Q. F. D. 

25. Deuxième propriété. — Quelle que soit la quantité complexe [non 
diviseur de zéro toutefois), qui sert de point de départ, on arrivein toujours 
à la même quantité e^ . 

Autrement dit, soient 

«T^O et a'^Q^ 



{ 32 ) 

deux éléments quelconques de l'Ensemble £ et 



on aura 



a a! , 

a a ° 



^0=^0- 



D'après la première propriété, toute quantité complexe, multipliée 
soit par e^, soit par e^^ reste invariable; on a donc, en particulier, 



rteo=:flr, ae^^ma^ 



c'est-à-dire (n°* 14 et 15) que les coordonnées de e^ satisfont aux 
mêmes équations que les coordonnées de e^ et que, par suite, elles sont 
identiquement les mêmes, puisque le système d'équations dont elles 
dépendent admet un seul système de solutions à cause de 



Donc 



Cq ^0» 



26, Remarque importante, — La formule 
OU, ce qui revient au même (car on peut intervertir l'ordre des facteurs), 

( iî3 ) aeo = ^0 a = a 

montre que, dans le calcul des quantités complexes^ la quantité e^ se con- 
duit absolument comme le nombre i dans le calcul ordinaire , 

En fait, il pourra, dans certains cas, arriver que ^o soit égal à i, et 
alors il n'y a pas à se préoccuper davantage de e^. Supposons qu'un tel 
cas ne se présente pas, une remarque essentielle doit être faite : en vertu 
de la première propriété de e©, on a la formule (28) 

a étant un élément de l'Ensemble &. Cette formule est établie exclusive- 
ment pour ces éléments, de sorte que, si les nombres réels ne font pas 
partie de l'Ensemble & et que i soit un tel nombre, il n'a nullement été 
prouvé que l'on eût 

et même, au contraire, cette dernière égalité ne peut subsister, puisque, 



( 23) 

d'une part, ke^ est un élément de l'Ensemble «f , et que, de l'autre, k ne 

Test pas. 

D'après cette remarque, aussi nécessaire pour éviter les erreurs 
qu'elle est simple en elle-même, on peut écrire en particulier 

a^^^ a 

a a 

parce que c^ appartient à l'Ensemble <t aussi bien que a. Mais, au con- 
traire, on ne pourra simplifier l'écriture de 

a 

27. Calculée e^. — Les coordonnées de e^ seront, comme on Ta déjà 
dit (n° 23), déterminées par les équations (i8), lorsqu'on y aura fait 

Mais comme, en vertu de la deuxième propriété de e^ [iV 25), cette 
quantité reste la même, quel que soit a (non diviseur de zéro toute- 
fois), on écrira que les équations (i8) sont vérifiées, quels que soient 



«1, «î, 



««» 



ce qui conduit aux n^ équations suivantes : 



yiCiii 


+ yî€i2i 


-+-. . 


'-^ynhnl 


— 1, 


yifiuî 


+ 726122 


-h. . 


•-^7«^1«2 


— O, 


yiÊlln 


-^ 72612/» 


-h.. 


• "T" yn^inn 


— 0; 


yi^iM 


-^yt^iii 


-+-.. 


•-H7rtÊ2«l 


— 0, 


yiÊîi2 


+ 72^222 


4-.. 


•-H7/»^î«2 


— J, 



(24) 



71^21» +72622/. 



yn^lnn 



-o; 



716/111 -+-7«s««i + 
7i6/»i2 +726/122 



7/* 6/1/1 1 

7/i6/i;ij 



o, 



o, 



7i 6/11/1 + 726^2/1 -H . . . + y„£;j„„== I . 



(24) 

Les seconds membres de ces équations sont toujours o ou i; c'est i 
qu'il faut prendre toutes les fois qu'au premier membre figure un 
nombre irpq ayant ses trois indices égaux, et c'est o dans tous les autres 
cas. Bien que le nombre de ces équations surpasse de beaucoup celui 
des inconnues, elles sont certainement compatibles et admettent un 
autre système de solutions que y, = yj = . . . = y^^ = o ; ainsi l'exigent 
l'existence et les propriétés de la quantité e^ démontrées d'ailleurs. 

28. Cas ûfe 71 = 2. — Les w* = 4 équations sont, en prenant les nota- 
tions déjà employées au Chapitre I, 

yif^'-Hyjv' = i; 

elles peuvent se combiner deux à deux de six manières. En accouplant 
la seconde avec la troisième, on voit que l'on doit avoir 

ce qui a lieu [n** H, formules (i6)]. 
Les cinq autres combinaisons donnent 

V — H-' ^ ^' — H- H^' — '^ 

'^' ~ hj — ix*~l'v'^ ix'^ ~ Xv' — |ul|jl' — lyi' — |ul>/ "" p/ — v/jl' ' 

_ — |x _ V _ l — ix' __ -V _ IX 

Je ne m'arrêterai pas à vérifier [ce qui est facile, au moyen des for- 
mules (i6), n** 11] que ces équations sont compatibles; je me conten- 
terai d'observer que, dans le cas plus spécial où les deux unités prin- 
cipales sont 

I et \/— I, I 

on a 
car 

X = |Ul'=I, V=r — I, ^z=X'=v'=:0. 



(25) 



On voit que, dans ce cas, 



^0 = y 1 ^1 -H yj «2 = yi + yj v^^ = i , 



résultat auquel on devait s'attendre. 



29. Soit 



Le système des g. 



^ = $11^1 H- ?n^j -+- • • • -H ?i«e« 



un élément de TEnsemble £, qui ne soit pas un diviseur de zéro : for- 
mons ses puissances successives, et, au moyen des formules (8) (n'^S), 
ramenons chacune d'elles à la forme linéaire par rapport aux unités 
principales; désignons ensuite, pour abréger, par des lettres ^ affec- 
tées d'indices convenables, les coordonnées des diverses puissances 
g-*, g^, • • •> g^- Nous aurons ainsi 
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s — su ^1 ■+" su ^î + • • • "*" SI» ^/i> 
g* = Çji ^1 4- Su ^j -h ... 4- Çî„ ^rt, 
> 



Les coordonnées ^/y sont évidemment des quantités réelles, fonctions 
de celles d'entre elles dont le premier indice est i et aussi des quan- 
tités irpq qui entrent dans les formules (8). 

30. Nous supposerons que l'Ensemble «t remplisse la nouvelle con- 
dition, que le déterminant 

su su • • • S!« 



(26) 



Sil SJl • • • s 



in 



• • « « • • • 



S/il S«î • • • SrtJ 



ne soit pas nul pour tout système de valeurs des coordonnées $,,, 
^12» •••» ^i/i- Cette hypothèse peut être faite; car autrement il devrait y 
avoir impossibilité de trouver des systèmes de nombres i^pg^ tels que le 

déterminant S ne fut pas identiquement nul; mais l'emploi d'un sys- 
B. 4 
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tfeme particulier de nombres t^p^ montre précisément le contraire. En 
effet, prenons le système déjà utilisé au n° 10 pour démontrer la possi- 
bilité de satisfaire aux équations (9) et (i i). Dans ce système, tous les 



trpg sont nuls, sauf 



et Ton a 



avec 



£111 — ^%tt — • • • — S/j/iii — I, 



CpCg^o S] p^q 



^p ^p — ^p • 



Dans le cas présent on trouve donc 






et, par conséquent, en écrivant simplement ^,, $2» 
^n» ?i2» •••» Ç<ii» ^n a 

SI s» • • • hn 



. . , ^rt au lieu de 



?î ?î 



Sn 



rn tu tn 
Si Si ' • • Sn 



déterminant certainement différent de zéro, quelles que soient les coor- 
données $4, $2, ..., ^n de g", pourvu cependant que deux quelconques 
d'entre elles ne soient pas égales. 

Ayant ainsi reconnu, par un exemple, que le déterminant (26) n'est 
pas identiquement nul, on voit que la nouvelle condition imposée 
n'exclut que certains systèmes de nombres e^^. 

Je ne m'occuperai désormais que des seuls Ensembles & pour lesquels 
cette condition est vérifiée. 



31. Actuellement les équations (25) pouvant se résoudre par rap 
port aux unités principales ei , ^2, . . . , fi;,, donnent 



(27) 



ei = aug + «12^* 









e„=: 



(Xnlg 



a«î^' 



-+- ««3^'-+-- ••+««/! ^''• 



Les a,y sont des quantités réelles. 



( 27 ) 

32. Formons encore g^'^* de la même manière que nous avons formé 
g^, g*, .*. ., g'^, puis remplaçons dans son expression les unités e,, 
^2 » ...» ^,1 par leurs valeurs tirées des équations ( 27 ), nous obtiendrons 
une relation qu'on pourra écrire 

(£i, £2, .... In sont des quantités réelles) ou bien encore (en tenant 
compte de la remarque du n** 26) 

(28') é'« -h 6,^"-* H- £,^-*-h . . . -t- £„-,^ -h £«^0= O. 

De l'équation (28'), on déduit également, quel que soit l'entier 
positif (JL, 

(28'') ^J^-^'»-h£ié'l^-*-'*-*H-£,^H--^"-*-h...-|-£„^t*=:0. 

33. Actuellement observons : 

1° Que, d'après les équations (25) et la condition S^o, les quan- 
tités 



ou 



!^ ty ty © 

— y — > — > ' ' • y 

tr tr rr tr 

000 O 



*0> S^f Ô > • • • > g 



sont linéairement indépendantes aussi bien que les quantités 

tr o-ï o'î fi-n 

ô > o > 6 > • • • > o 

(iWrChap. I, n*^ 6); 

2*^ Que tout élément de l'Ensemble £ peut s'exprimer en fonction 
linéaire à coefficients réels des n quantités 

comme cela résulte de l'application successive des formules (27) et de 
l'équation (28'); 

3^ Que, réciproquement, toute expression linéaire et homogène par 
rapport à ces quantités appartient à l'Ensemble i^. 

De ces trois observations, nous concluons que les n quantités 

forment un système de n unités principales, que Von peut substituer aux 
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34. Pour conserver l'uniformité des notations, nous poserons 

et, d'une manière générale, 

Tout élément de l'Ensemble «t sera donc de la forme 

35. Le choix de ce système d'unités principales permet d'effectuer 
la multiplication des quantités complexes de l'Ensemble £ d'une ma- 
nière simple. 

Désignons par e).^^ les coefficients relatifs au système g^, g*,, ..., 
gn^^^ analogues aux coefficients trpq relatifs au système e^y e^, . . . , e^. 
On a, immédiatement. 

Si p -hqSn — i, on voit ainsi que tous les nombres e^^^ sont nuls, 
sauf le seul nombre £'p^.y,^,^f qui est égal à i. 

Si /> H- 5^ > n — I, l'application répétée de la formule (28") et enfin 
celle de la formule (28') permettent de trouver les e^^^ et montrent 
que ce sont des fonctions entières des quantités £«, ej, . . . , i„ (et, par 
conséquent, des nombres réels). 

Ainsi, dans tous les cas, on aura l'expression des produits gpgç en 
fonction linéaire de g^, g^, ..., gn-i'^ et, par suite, le produit des 
deux éléments 

a = (Xogo 4- a,^i H- . . . -H ocn-i ^«-1, 

s'obtiendra facilement sous la même forme 
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CHAPITRE lU. 

D'UNE AUTRE MANIÈRE D'EFFECTUER LE CALCUL DES QUANTITÉS COMPLEXES. 



36. Les quantités adjointes. — Une quantité quelconque de «l'En- 
semble peut s'écrire (n** 34) 

Posons 

Nous dirons que la fonction A(Ç) appartient à la quantité a et que, 
réciproquement, la quantité a appartient à la fonction A(Ç), ou encore 
que chacune de ces quantités est Y adjointe de l'autre. 

D'une manière plus générale, si P($) désigne un polynôme entier 
en Ç, à coefficients réels, de degré quelconque, et si 9 est l'expression 
déduite de P($)» en y remplaçant les puissances o, i, 2, ... de ^ res- 
pectivement par ^0» gi* gi^ •••♦ ï^ous dirons que P($) et $ sont deux 
quantités adjointes Tune à l'autre, ou bien encore qu'elles appar- 
tiennent l'une à l'autre. Ainsi 

/(O ^ ?" -+- Êi Ç'*-* -h . . . -f- £«-,? 4- e« 
et 

gn -+- £1 ^«-1 "+-••• -H £«-1 ^1 -H £« ^0 

appartiennent l'une à l'autre (nous supposons que ei, e^, ..., t^ ^^^^ 
les nombres rencontrés dans le Chapitre précédent). Il en est de même 
des deux quantités 

Nous appellerons/($) le polynôme fondamental. 

Prenons maintenant pour l'indéterminée $ une racine de l'équation 

Tout polynôme P(Ç) entier par rapport à cette racine se réduira au 




(3o) 
degré n — i par l'emploi de Téqualion 

(3o) f(X)z=LO ou encore de £i^/(J):=o. 

On pourra, en particulier, et c'est ce qu'il y a de plus simple, effec- 
tuer la division de P(^) par/jj^) et considérer le reste R($) qui sera le 
résultat cherché. 

D'autre part, l'expression adjointe $ se réduira aussi à une expres- 
sion linéaire en ^o» ^m • • •» ^«-i seulement, au moyen des deux expres- 
sions adjointes de /(i) et de $^/(^), qui sont effectivement nulles^ en 
vertu des équations (28') et (28''), c'est dire que l'on pourra directe- 
ment obtenir cette réduction en prenant Vadjointe de R(^). Quand un 
élément de l'Ensemble & sera ainsi réduit à la forme linéaire en g^, 
gi, ..., g„-n nous dirons qu'il a h/orme canonique; son polynôme 
adjoint sera alors, lui aussi, de h /orme canonique. 

Il est clair que, si un élément a = dogo + o^igi-^»--^ a„g-,^,, réduit 
à la forme canonique, est nul, son polynôme adjoint A($) est identique- 
ment nul, puisque, si a = o, on a ao = ai = . . . = 0Ln_^ = o, 

37. Nouvelle manière de concevoir la multiplication de deux quantités 
complexes. — Soient maintenant 

^ = Po^o-+- ?, ^, -h. . . 4- (3«_,^„_i 

deux éléments quelconques de l'Ensemble £^. Soient aussi A($) et B(Ç) 
leurs quantités adjointes, $ étant toujours une racine de l'équation 
/(Ç) = o. Le produit A(i)B(Ç) sera Vadjoint du produit ab; on aura, 
d'ailleurs, 

A(i) et B(i) étant du degré n — î au plus et /(i) du degré /i, 0(i) 
sera du degré /i — 2 au plus, et C ($) du degré n — i au plus. Si C est la 
quantité complexe appartenant à C(^), on aura évidemment, d'après 
ce qui précède, 

La multiplication des quantités complexes est ramenée, par les con- 
sidérations que je viens d'exposer, aux opérations ordinaires sur les 
polynômes entiers, et nous avons ici comme une sorte de calcul symbo- 
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lique de ces quantités. On voit, par exemple, tout de suite, que l'on a 
toujours pour trois quantités a, 6, c 

abr=.ba, {ab)c = {ac)by a{b -h c) ^z ab -^ ac; 

car on a 

A(OBa) = B(OA(0, 

[A(OB(^)]Ca) = [A(OCa)]BU), 
AU)[B(0+Ca)]-A(OBa)H-A(Ç)C(0, 

et, dans chacune de ces égalités respectivement, les deux membres 
donneront toujours le même reste quand on les divisera par le polynôme 
fondamental. 

38. De ce procédé de multiplication résulte ce théorème : 

Pour qu'un produit de deux facteurs a et h soit nuly il faut et il suffit 
que le produit des polynômes adjoints soit divisible par le polynôme fonda- 
mental f[\). 

39. Diviseurs de zéro, — Considérons trois éléments a, h, c ramenés 
à leur forme canonique 

C = yo ^0 -+- y 1 ^1 + . . . -4- T«-i gn- 1 ; 
considérons aussi leurs polynômes adjoints 

A(0, B(0, C(0, 

qui sont, par suite, au plus du degré n — i. 
Soit, en outre, 

a z= bc. 

On aura 

(30 Aa) + ^(5)/(?)=B(|)C(0. 

Prenons de suite le cas où a = o. On a, d'une part, 

d'autre part, 

B(OC(0-^>(0/(0; 



zer 
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B(l) et C(E), ayant l'un et l'autre un degré inférieur a celui de /(5), ne 
sauraient être séparément divisibles par/(5) ; pour que leur produit le 
soit, il faut donc et il suffit que certains facteurs linéaires de/(5) (un 
au moins) appartiennent à B($) et les autres à C{1). Dès lors, le pro- 
duit bc peut être nul sans que 6 ou c le soit. Nous rencontrons ains^ de 
nouveau, les diviseurs de zéro. ' • 

Le caractère des diviseurs de zéro consiste donc, relativement a leur 
fonction adjointe, en ce que cette fonction adjointe (polynôme au plus 
du degré n - i ) admet comme diviseur un au moins des facteurs linéaires 

de Al). ^_^,,.____ 

,^ ^ , !.. Jp définition des diviseurs de 

40. On peut, au moyen de cette nouvelV^ Chapitre I. Soient 
zéro, retrouver les résultats des n^» 17 et l^^^.^gur de zéro ; car, 
bc = o et b un diviseur de zéro; c sera aussi un d m>L ^ ^ facteurs li- 
puisque B(^) ne peut admettre comme diviseurs tous rel^j^ ^^ j^j^jj 
néaires de/(Ç) et que le produit B(Ç)C(Ç),les admet tous, ir 
queC(^)en admette un au moins; donc c est un diviseur de 

De même, le produit d'un diviseur de zéro par une quantité 
plexe quelconque est aussi un diviseur de zéro. Soient a = O, 6 
quantité complexe quelconque, Â(^) et B(^) leurs polynômes adjoin 
on pourra toujours écrire 

A(OB(0=/(Oe(Ç)+B(0, 

R($) étant du degré /i — i au plus. A(Ç) et/($) ont certainement un 
diviseur commun, puisque a est un diviseur de zéro; d'après l'égalité 
précédente, R($), qui est le polynôme adjoint du produit ab, doit 
nécessairement admettre le diviseur commun à/($) et A(Ç) : donc le 
produit ab est un diviseur de zéro. 

41. Voici une autre proposition : 

Si l'on suppose que V équation f[ Ç ) n admet pas de racines doubles, il n'y 
a dans l'Ensemble & que la seule quantité o, dont une puissance entière 
puisse être nulle. 

Soit a une quantité complexe de l'Ensemble &. 
Sia^Q, la proposition est évidente, car dans a^ il n'y a aucun fac- 
teur qui soit un diviseur de zéro. 



om- 
ne 

s; 




\ 



4; 
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Si a =r O, le polynôme adjoint A(Ç), qui est du degré n — r, a cer- 
tains diviseurs linéaires communs avec/(i), mais il y en a au moins un 
de/(^) qui n'appartient pas du tout a A(^); soit ^ — w ce facteur. Une 
puissance quelconque de A(Ç) ne peut contenir ce facteur ^ — u et, par 
suite, être divisible par/(^) ; donc a** n'est certainement pas nul (n^ 38). 
Au contraire, si réquation/(^)= o admet des racines multiples, même 
une seule, il y aura certains diviseurs de zéro dont les puissances entières, 
à partir d'un certain degré, seront toutes nulles. Soit, en effet, p le plus 
élevé parmi les degrés de multiplicité des racines de/(Ç); et soit main- 
tenant a un diviseur de zéro dont le polynôme adjoint A(^) contient 
tous les/acteurs linéaires distincts de/(Ç), ce qui est possible, puisque 
A(^) peut être du degré /i — i, et que/(i) a par hypothèse au moins 
un facteur linéaire double ; il est évident que [ A ( ^ )]^, qui est la fonction 
adjointe de a^, sera divisible par/{^) et que, par suite, a^ sera nul. 
On a des lors, pour l'entier positif quelconque (x, 

42. Si donc on veut que o soit le seul, parmi les éléments de l'En- 
semble £, dont les puissances successives sont nulles, on doit néces- 
sairement admettre que/(^) n'a que des racines simples, ou, ce qui 
est la même chose, que le discriminant de/(^) est différent de zéro. 

Nous supposerons cela désormais : 

43. Détermination du quotient de deux éléments au moyen des poly- 
V nomes adjoints. — Soit b une quantité complexe qui ne soit pas un 

diviseur de zéro; on peut alors toujours déterminer le quotient par /; 
d'une autre quantité complexe a. Soit c ce quotient : 

h n'est pas un diviseur de zéro; donc B(^) et/(^) sont premiers 
I entre eux, et, d'après le théorème d'Euler, on peut trouver deux poly- 

I nômes 

^(0 et Ml), 
tels que 

d où 

Aa)B(0^(0-A(O^^U)/(?) = A(0; 

en écrivant ensuite 

^a)Ml)^Mi)Al)'^(^{l). 

B. 5 
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de telle sorte que C($) soit de degré inférieur à/(^), c'est-à-dire de 
degré n — i aux plus, ce qu'on obtiendra par une simple division; por- 
tant maintenant cette valeur dans l'égalité précédente et groupant les 
termes en /(i), on aura 

Aa) + 0(O/(?) = B(OC(O; 
d'où 

i ^ 

a = oc, -r = c, 

b 

en appelant c la quantité complexe adjointe du polynôme C(^). 

44. Soit b = Q, 11 est généralement impossible de trouver le quo- 
tient T'y car, les deux polynômes B{1) et/(^) n'étant plus premiers 
entre eux, l'égalité 

dont dépend, en fait, la possibilité de la division, ne peut avoir lieu si 
A(^) n'admet pas le facteur D(^), plus grand commun diviseur entre 

Si A(^) admet le diviseur D(|), la division est possible et la déter- 
mination du quotient c, au moyen de sa fonction adjointe G(^), se fait 
comme il suit : 

On pose 

A(0 = A,(OD(0. 

B(0 = B.(?)D(0. 

/(?) = /.a)i)(0; 

puis, les deux polynômes/, (^) et B,(^) étant actuellement premiers 
entre eux, on déterminera deux polynômes •»ib(Ç) et -f (^), tels que 

d'où 

ou 

A,(|)DKl)B(?)-.f(|)/($)A,(ç) = A(ç) 

et, en posant 

A,(Ç)ifi.(o=^(o/(i)+ca). 
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puis, groupant les termes en/($), on aura finalement 

A(O-^0(O/(?) = B(Ç)C(O, 

C(i) étant au plus de degré ai — i : c'est là le polynôme adjoint du 
quotient cherché. 



CHAPITRE IV. 

SIMPLIFICATION DU CALCUL. 



Les composants et leurs propriétés. 

45. Imaginons qu'on ait décomposé le polynôme fondamental /(^) 
en ses facteurs linéaires; groupons deux à deux ceux d'entre eux qui 
correspondent à des racines imaginaires conjuguées, puis désignons 
généralement par f^Çi) un des facteurs linéaires à coefficients réels ou 
bien encore un des facteurs du deuxième degré à coefficients réels, mais à 
racines imaginaires. On aura identiquement 

/(ç) = /i(0/2(?)...A(0.../r(£); 

r est inférieur ou égal à n selon que/(Ç) a ou bien n'a pas de racines 
imaginaires. 

Soit maintenant A(i) le polynôme adjoint (de degré w — i au plus) 
de l'élément a. Une décomposition en éléments simples de la fraction 

rationnelle 

A(|) 

Al) 
nous donnera (les coefficients étant tous réels) 

/Y M fl^\ 

A^(5) est une constante réelle si /'^(^) est du premier degré; A^(^) est, 
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au contraire, un polynôme du premier degré en Ç à coefficients réels 
s\/^{^) est du deuxième degré. 

Soient &^,£^.,, .... £^r les Ensembles de toutes les quantités complexes 
appartenant respectivement ^xw polynômes de la forme 



A^) ''^'' /,a) '''" "" Ml) 

et a,, «2» •••» «r les éléments correspondants de chacun de ces i?/w^m6fe5 
partiels. On voit que toute quantité complexe a de l'Ensemble & peut se 
représenter à l'aide des éléments des Ensembles partiels <!^4, £2» •••>«!^r 

sous la forme 

a = a, -+- aj-i-. . .-^ a,, [formule (32)]. 

On dira que les quantités a^, a.^^ ,.,, ar sont les composants de a. 

Propriétés des composants. 

Î6. i^ Un élément a ne peut être nul que si ses composants sont tous 
nuls séparément. 

Soit, en eflTet, a^ un composant quelconque de a; je dis que, si l'on a 
rt = o, on a aussi ay,=^ o. La démonstration sera faite si l'on prouve que 
k^Çi) est identiquement nul dès que A(Ç) l'est lui-même. Or, A(Ç) 
étant identiquement nul, l'égalité (32) divisée par/($), qui lui n'est 
pas nul identiquement, devient 

fdi) Aa)'^'''^ Ml) Mi)^ 

et doit avoir lieu, quel que soit $. 

Alors, si, en premier lieu, /Jt(^) est du premier degré, donnons a ^ la 
valeur qui annule yji.(^); cette égalité est impossible à moins que la 
constante Aji($) ne soit nulle. 

Si, en second Weyx, f^{^) est du second degré, donnant à $ l'une des 
deux valeurs imaginaires qui annulent /($), on voit que l'égalité en 
question est impossible, à moins que pour cette valeur imaginaire de ^ 
le polynôme ^^[\) du premier degré et à coefficients réels ne s'annule 
lui-même : or cela exige que A^{'^) soit identiquement nul. 

G. Q. F. D. 
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2^ (a) Le produit de deux éléments appartenant à deux Ensembles par- 
tiels différents est toujours nul. 

( P ) Ze produit de deux éléments appartenant au même Ensemble partiel 
est lui aussi un élément de ce même Ensemble partiel, et Vêlement produit 
ne peut être nul que si l'un des éléments facteurs est nul, 

(a) Considérons les deux éléments 

a^ et ^v 

appartenant respectivement aux Ensembles C^ et <Cv. Leurs polynômes 
adjoints seront 

ifM^) et ^B.U); 

le produit a^^b^ a pour polynôme adjoint, avant réduction à la forme 
canonique, 

or cette expression est certainement divisible par/(Ç), puisque 

/a) 

Mi)Aa) 

est un polynôme entier; en conséquence, on a bien pour la quantité 
adjointe 

(^) Prenons maintenant les deux éléments a^., b^ et leurs polynômes 
adjoints Pi^[\) et ^^[\\ Le polynôme adjoint du produit sera 

Effectuant la division de ce polynôme par/(^), on aura 

R($) sera le polynôme adjoint du produit a^b^ réduit à la forme cano- 
nique. Cette égalité montre immédiatement que R($) (de degré n — i 

au plus) est divisible par -tWt (degré /i — i ou n — 2), puisque les 

deux autres termes admettent ce diviseur; en sorte que, si C{i.(Ç) désigne 
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une certaine constante convenable, ou un certain polynôme du premier 
degré en $, selon (\\xe/^{l) est du premier ou du second degré, le poly- 
nôme adjoint du produit a^b^ aura la forme 



Mi) 



c^a); 



il en résulte que le produit a^^b^ est lui-même un élément c^ de l'En- 



semble £^. 



Il nous reste à voir que cet élément est nul seulement lorsque Ton a 



a^=.o ou bien b^:=zo. 



Pour que c^ soit nul, il faut que 

soit exactement divisible par/(^) ou, ce qui revient au même, que 



Mi) Mc.) 

soit entier, ou encore, puisque (n° 42) • . ^ y etyj^(^) sont premiers 
entre eux, que 

Aa) 

soit un polynôme entier. Cela est manifestement impossible quand 
/^(Ç) est du premier degré, car alors A^{1) et li^{^) sont indépendants 
de Ç. Lorsqueyjt($) est du second degré, /pt(^) a ses deux racines ima- 
ginaires, tandis que le produit A^{^) ^^{^) n'a que des racines réelles. 

On voit donc que dans tous les cas ^ ^ ^!^ "^ ne peut être entier, à 
moins que A^{^) ou li^{^) ne soit identiquement nul. 

3° L'Ensemble £^^ est une multiplicité (Mannigfaltigkeit) à i out. dimen- 
sions, selon que/^[^) est du premier ou du deuxième degré. 

Lorsqueyji(i) est du premier degré, Aj;.(^) étant une constante, tous 
les éléments de l'Ensemble C^ peuvent se déduire de la seule quantité 
appartenant à 

Ml 
Ml)' 



( 39) 
Lorsqueypt(^) est du deuxième degré, A^{^) étant du premier degré, 
tous les éléments de l'Ensemble ^^ipeuvent se déduire des deux seules 
quantités appartenant respectivement à 

mais on peut aussi déduire tous les éléments de deux quelconques 
d'entre eux appartenant aux deux polynômes 

ou Ton suppose 

Comme on le voit, les deux polynômes adjoints, en vertu de cette con- 
dition, ne peuvent se déduire l'un de l'autre par une relation linéaire 
homogène à coefficients numériques. D'autre part, on voit aussi que le 
polynôme adjoint 

d'un autre élément quelconque de l'Ensemble C^ se déduit aisément 
par une combinaison linéaire à coefficients numériques des deux poly- 
nômes précédents; car, lorsqu'on a 

on peut toujours déterminer deux nombres X et X' tels que 

§n. 

Choix particulier d'éléments fondamentaux de calcul. 

47. Nous allons faire choix d'éléments particuliers, comme éléments 
fondamentaux de calcul. 

A cet effet, exprimons la quantité go, trouvée plus haut, au moyen 
de ses composants 
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D'après les propriétés (a) et (^) des composants, on a 

d'ailleurs on a aussi (n^ 24) 

donc 

d'où, en particulier, 

c'est-à-dire que la quantité ^^'^s laissant invariable par multiplication 
tout élément de l'Ensemble S y,, jouit dans cet Ensemble partiel €^ de 
la même propriété que possède ^o dans l'Ensemble «f (*). 

18. A présent, séparons le cas où la multiplicité de l'Ensemble «E^j^ 
n'a qu'une dimension, de celui où elle en a deux. 

Premier cas : £^est une multiplicité à i dimension. — Tous les éléments 
ont pour polynôme adjoint un polynôme de la forme 

Ajj. étant un nombre réel. Le polynôme adjoint de g^^'^ a, par suite, lui- 
même cette forme; au reste, les polynômes adjoints des autres élé- 
ments de l'Ensemble C^ ne différant de celui de g^^^ que par un facteur 
numérique, tous ces éléments ont la forme 



OLg^V-) 



OÙ a est un nombre réel quelconque. 



(») On a vu (n° 2o) que la quantité ^o (ow ^o) était uniqucy quand on prenait comme 
point de départ pour la former un élément a non diviseur de zéro, et il n'est pas contra- 
dictoire de trouver ici r quantités ^, g", . . ., g^^\ jouissant des proj)riétés de go^ chacune 
dans son ensemble respectif : cela tient à ce fait qui sera prochainement démontré, que le 
composant a^y considéré comme élément de TEnsemble £, est un diviseur de zéro; en po- 
sant, ce qui répond à la définition de g^V^^ 



on n'est donc pas dans le cas de la défmition de ^o- 



(4i ) 

Il en résulte immédiatement, pour le produit et le quotient des deux 
éléments 

a^(i*> et (3^<(^J 

de cet Ensemble £^^, les expressions 

(33) («^(l*))(l3^(l^)) = aP^(i^) 

et 

(34) ?^^-«^(i.) 

Remarque. — Implicitement, nous avons admis que P n'était pas 
nul; en convenant d'appeler in/ini un élément (xfg^^^ de l'Ensemble C^, 
dans lequel le coefficient a' est infini, on dira, lorsque p = o, que le 

quotient g g^^^ est «Vi/îm. 



49. Deuxième cas : €^ est une multiplicité à deux dimensions. — Outre 
la quantité g^^\ nous considérerons dans ce cas une autre quantité quel- 
conque h^^^ de l'Ensemble &^, mais qui ne puisse pas se déduire de g^^^ 
par une simple relation linéaire homogène à coefficients numériques. 
Alors, d'après une remarque faite à la fin du n^ 46, toute autre quan- 
tité de l'Ensemble &^ pourra se déduire linéairement de ces deux élé- 
ments 

g^v-^ et h^^K 

Dès lors on déterminera les deux nombres réels y et y', qui permet- 
tent d'exprimer [h^^^y, au moyen de g^^^ ^ik^\ et l'on aura 

formule que l'on peut écrire 

en se rappelant que 

Dans l'égalité (cy), on doit nécessairement avoir 

B. 6 
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nar autrement, en décomposant le premier membre, on aurait les deux 
quantité» 

On voit qu'elles appartiennent à l'Ensemble &^, que leur produit est 
nul (ct), et que cependant chacune d'elles n'est point nulle (*), ce qui 
devrait être (n" 40, 2"). 

(]elte même égalité (cr), écrite sous la forme 

montre qu'en posant 
on aura 

(35) (X:(|i.))ir^— ^(|i); 

el, parce que toute quantité de l'Ensemble <tjA s'exprime linéairement 
au moyen de g^^^ et de h^^\ elle s'exprimera aussi linéairement au 
moyen de f^^^ et do k^^^x la forme générale de ces quantités sera donc 

50. Remarque I. — Mise sous cette forme, une quantité complexe de 
l'Ensemble €^ ne peut être nulle que si l'on a simultanément 

carde 

on tire, en remplaçant k^^'^ par sa valeur en fonction de h^^\ 

or cette relation est impossible par hypothèse, à moins que simultané- 



( * ) Car, par hypolhèso, h^v-^ ne pout pas se déduire de ^(^. 
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ment on ait 










-o, 


c'est-à-dire 






(3 — o, 


oc o. 




Corollaire. — Si 






(Xg^V-)-^^k^V->z 


-a'^(|i.)_j_(3/^(ix)^ 





o/i a 

ol — ol', ? = (3'. 

Remarque II. — Le produit des deux éléments 

a^(li.)4_j3A-(|i) et a' g^v-) -Jt- i^' k^v-) 

appartenant à V Ensemble &^ est donné par la formule 

(36) {oig^V-)-^ i^ k^V-)) {oi' g^^^ -^ ^' k^v-)) — {a(x'— (3(3')^^»*^-h («(3'-h Pa')A-ii^). 

De même, pour le quotient de deux éléments de l* Ensemble &^ dont le 
second n^ est pas nul, on aura 

résultat que Ton obtient immédiatement en multipliant haut et bas dans 
le premier membre par 

On a admis que 
n'était pas nul; si ce cas se présentait, c'est-à-dire si 

on dira que le quotient est infini, en appelant, en général, iri/ini tout 
élément de l'Ensemble C^ 

pour lequel l'un au moins des deux coefficients a et (3 est infini ou, 
ce qui revient au même, pour lequel 

est infini. 
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51. Conséquence importante . — La quantité g^^\ ainsi que je Tai déjà 
signalé, se conduit dans le calcul des quantités de TEnsemble C^abso- 
lument de la même manière que le nombre i dans le calcid des quantités 
réelles ordinaires; les derniers résultats que nous venons de trouver 
[en particulier la formule (35), les remarques I et II] montrent que, de 
son côté, la quantité k^^^ se conduit relativement à g^^\ dans le calcul des 
quantités de l'Ensemble £^^, de la même manière que le symbole \j — i 
relativement au nombre i dans le calcul ordinaire des quantités imagi- 
naires, de telle sorte que Ton peut, sans aucun inconvénient, poser 

et, par conséquent, 

Pour que deux quantités a^ et à^ soient égales, il faudra encore et il 
suffira que Ton ait 

De cette façon, la considération directe du symbole A^^^ se trouve sup- 
primée. 

De là encore cette conclusion importante, que fréquemment il sera 
inutile de distinguer les deux cas où &^ est à une ou bien à deux dimen- 
sions; car on pourra toujours écrire, pour un élément quelconque a^ 
de cet Ensemble, 

ap, étant d'ailleurs réel ou imaginaire. 
Ainsi ces trois points 

i<* OL^ réel ou imaginaire, 

contiennent au fond tout le calcul des éléments de V Ensemble t^, 

52. Enfin observons aussi que la formule a^ = oi^g^^'^ prouve que g^^'^ 
ne saurait être nul; car, s'il l'était, il faudrait admettre que l'En- 
semble <Dji n'existe pas. Les composants de g^ sont donc tous différents 
de zéro. 
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CHAPITRE V. 

CALCUL ÉLÉMENTAIRE DES QUANTITÉS COMPLEXES DE L'ENSEMBLE £, 

AU MOYEN DE LEURS COMPOSANTS. 



Addition, soustraction, multiplication, diviseurs de zéro. 

53. Soient a, i, ... diverses quantités complexes de l'Ensemble «D 
et a^, «2, ..., a^; 6|, ^2, . .., è^, leurs composants respectifs. 

Addition et soustraction. — On a immédiatement 

et il est clair, du reste, que les quantités 

appartiennent respectivement aux Ensembles <t^, «tg» •••» ^r^ comme 
on peut le voir, par exemple, en se reportant aux polynômes adjoints. 

54. Multiplication. — La seconde propriété des composants donne 
également de suite 

ab =r «1 6i H- «i Ôj-h ... -h Clrbf.. 

a^b^, a.,b^, ..., a^br appartiennent respectivement aux Ensembles &^, 
«^2, . . ., £^ et ne peuvent être nuls que si l'un des composants facteurs 
est nul. Pour calculer ces produits partiels, on aura recours, suivant 
les cas, à l'une des formules (33) ou (36). 

55. Diviseurs de zéro. — Considérons le produit ab. 11 ne peut être 
nul que si chacun de ses composants est nul (première propriété des 
composants); si donc on a 

ab ^=o, 
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on a aussi 
d'où 

ûTi OU ô| = o, a, ou fti=o, ..., «r ou 6;.=io; 

autrement dit : pour qu'un produit de deux facteurs soit nul, il faut 
et il suffit qu'à tous les composants différents de zéro, de l'un des fac- 
teurs, correspondent dans l'autre facteur des composants nuls. 

Par suite, si l'on suppose que l'un au moins des composants de a est 
nul, il sera toujours possible de trouver une autre quantité complexe h, 
différente de zéro et telle que le produit ab soit nul. 

Par exemple, si a, est un des composants nuls de a, on pourra 
prendre 

a et b seront dans ce cas des diviseurs de zéro. On se rappelle, en effet, 
qu'un diviseur de zéro a pour propriété fondamentale de donner un 
produit nul, quand on le multiplie par certaines autres quantités com- 
plexes, bien que ni lui, ni ces autres quantités ne soient nulles. 

D'après ce qu'on vient de voir, un diviseur de zéro est une quantité 
complexe dont l'un au moins des composants est nul. 

Je n'ai pas besoin de faire observer que l'on déduit facilement de là 
les propriétés des diviseurs de zéro, déjà établies plus haut de deux 
manières, savoir : 

I® Que le produit d'un diviseur de zéro par une quantité complexe 
quelconque de l'Ensemble £ est lui-même un diviseur de zéro; 

2** Que, si le produit ab est nul et que a soit un diviseur de zéro autre 
que zéro, b est lui-même un diviseur de zéro. 

§11- 

La division. 

56. Pour effectuer la division de a par 6, nous avons à évaluer les 
composants Ct, c^, ....c^ d'une troisième quantité complexe, telle que 

T = c ou aziz bc. 
b 



(47) 
r 6^0. — Derégalité 

qui entraine 

et parce qu'aucun des composants 

n'est nul, on tire 

Le calcul des quotients partiels se fait au moyen des formules (34) 
ou (37), selon les cas. 

2** 6 = 0. — Alors, parmi les composants de A, il y en a un au 
moins et peut-être plusieurs qui sont nuls; nous supposerons ceux-ci 
écrits les premiers, de sorte que l'on ait 

61 tn 6, nr . . . rzi ^j = O, 

mais 

Pour que la division soit possible, les i premiers composants de «, 
c'est-à-dire «,,«2, ...,a, devront être nuls. Si ces i conditions sont 

remplies, le quotient r aura une infinité de valeurs, car toute quantité 

dans laquelle on aura pris arbitrairement les composants c,, c^, ...,c/, 
et déterminé les autres par les égalités 

sera telle que 

a-=. bc» 

57. Lorsque les composants a,, a2, . . ., ai ne sont pas tous nuls, la 
division est, à proprement parler, impossible. Néanmoins, on peut 
encore dire que le quotient existe et qu'il est infini, en conservant la 
formule 
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et remarquant que, parmi les / premiers composants du deuxième 
membre, quelques-uns sonlinfinis. Cela suppose la définition suivante : 

Une quantité complexe a est dite infinie, lorsque Vun au moins de ses 
composants est infini. 

D'après la définition donnée plus haut d'un composant infini, cette 
nouvelle définition est toute naturelle. Il est également permis d'a- 
dopter, dans tous les cas, la formule (38), et Ton y est forcément amené, 

en considérant |-' pour 6, = o, comme la limite de ^[ pour 6,- d'abord 

différent de zéro et tendant ensuite vers zéro. 

58. L'introduction des quantités complexes infinies nécessite quel- 
ques distinctions importantes. 

Soit 

ûf :=: a, 4- aj -h . . . H- ûfr 

une quantité complexe. J'emploierai les dénominations suivantes : 

a est une quantité complexe ordinaire, lorsque, parmi ses composants, 
il n'y en a aucun qui soit nul ou infini. 

a est un diviseur de zéro ordinaire, lorsque, parmi ses composants, un 
au moins est nul, et (\Waucun n'est infini. 

a est un infini ordinaire; lorsque, parmi ses composants, un au moins 
est infini et (\\x aucun n'est nul. 

a est un infini mixte; ou encore un diviseur de zéro mixte, lorsque, 
parmi ses composants, un au moins est nul et un au moins est infini. 

Quand j'emploierai les mots quantités complexes , diviseur de zéro ^ in- 
fini, sans spécifier davantage, ce sera toujours en sous-entendant après 
ces termes le mot ordinaire. 

59. J'adopterai encore cette autre définition : 
V inverse d'une quantité a est la quantité 



a 



En écrivant 



^i-H 6j4-.. .4- br~ 2- 4- 2- 4-. . .-I- 



^Ar) 



ûfi Ot a,. 



j 




(49) 
on arrive sans peine à se convaincre de rexactitude des propositions 
que voici : 

i^ Les composants de Vim^erse d'une quantité complexe sont les inverses 
des composants de cette quantité; 

i>? L'inverse d'une quantité complexe ordinaire est une quantité com- 
plexe ordinaire ; 

i^ L'inverse d'un diviseur de zéro ordinaire est un infini ordinaire, et 
réciproquement; 

4° L'inverse d'un infini mixte ou diviseur de zéro mixte est un infini 
mixte ou diviseur de zéro mixte, 

§111. 

Le théorème général. 

60. Les calculs faits précédemment conduisent immédiatement au 
théorème général que voici : 

La quantité complexe a de l'Ensemble C étant fiyrmée avec d autres 
quantités b^c,dy ... du même Ensemble, à l'aide d'un certain nombre 
des opérations élémentaires : addition^ soustraction, multiplication, divi- 
sion, s'obtiendra en calculant séparément chacun de ses composants. 

Le composant a^ se déduira des composants b^, c^, d^^ .,. en effectuant 
identiquement les mêmes opérations élémentaires qu'on doit exécuter sur b, 
c, d, ... pour avoir a. 

Enfin, dans chaque Ensemble partiel C^, les calculs sont tout à fait ana- 
logues à ceux du calcul des quantités ordinaires, réelles ou imaginaires. 

61. Application. — Ce théorème est évidemment susceptible d'un 
grand nombre d'applications : par exemple, si 

«<•^ a^'-\ ..., «(/'), 
b^'\ ¥-\ ..., b^P\ 

• ••^ ••■^ ■••• •••■ 

/(^^ /(«), ..., i^p^ 

sont/?* quantités complexes de l'Ensemble £ et que l'on désigne leurs 
B. 7 
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composants respectifs au moyen d'indices inférieurs, on aura, sans 
calcul. 





... a^P"^ 
... b^P"^ 






.. af 
.. b[P^ 


-h 




a^P^ 

... 6'/" 


-f-.. 


.-f- 


aj.»' ai.*' 


a"" 


/(i) /(t) 


... l^P^ 


/(i) fil) 


.. /',^' 


/;»^ /;»^ 


. • * va 


/'," /;." 


KP) 



formule que Ton vérifierait, du reste facilement, en développant le 
déterminant proposé et appliquant la deuxième propriété des compo- 
sants. 
Cette formule peut s'écrire en employant une notation évidente 

A = A, -i- A, -H . . . -f- A;., 

et les déterminants A,, A^, ..., A^ sont les composants du détermi- 
nant A : on le voit en remarquant que Aj^ est une somme d'éléments 
appartenant à l'Ensemble £^. 

Si A' est un deuxième déterminant (du même ordre ou d'ordre diffé- 
rent, peu importe) formé avec des quantités appartenant toutes à 
l'Ensemble & et, si A^, A^, . . ., A^ sont ses composants, on en conclut 



aa'i=a,a;-+-a,a; 



A A^ A, 

A' - a; "*■ a; 



A. a;, 



Al 



On ramène facilement les composants de A à la forme ordinaire. Con- 
sidérons Aj4. 
Soient 

Si £ji est wïiQ multiplicité à i dimension, les lettres grecques qui figu- 
rent dans ces expressions seront des quantités réelles et, si H^ est une 
multiplicité à 2 dimensions, ce seront des quantités imaginaires (qui 
pourront d'ailleurs se réduire à des quantités réelles). 

Alors, en appelant Djt le déterminant déduit de Aj^, en y remplaçant 



^UL J t*U, j • • • > ^U. > • • • 



(5. ) 
respectivement par 

t*!!. > ^\t. j • • • j Hpi > • • • ) 

on aura 
Donc 



DEUXIÈME PARTIE. 



AVERTISSEMENT. 

62. But de la deuxième Partie. — Le théorème général auquel nous 
sommes arrivés dans le dernier Chapitre de la I"^* Partie entraîne cette 
conséquence que le calcul des nouvelles quantités se déduira toujours 
avec facilité du calcul ordinaire, et, à cet égard, le résultat obtenu est 
complet, mais il y a un autre aspect de la question : les théorèmes du 
calcul algébrique ordinaire, suffisants pour effectuer les calculs dans 
chaque Ensemble composant £,, £3» .. ., «t^» sont-ils vrais sans modi- 
fication aucune pour l'Ensemble <t lui-même? La réponse à cette ques- 
tion se trouvera, pour une partie au moins, dans cette deuxième Section 
de mon travail. 

Au premier abord, certains résultats obtenus par cette voie semblent 
être opposés aux théorèmes algébriques ordinaires ; mais, en les exami- 
nant de plus près, on s'aperçoit bien vite qu'ils en sont de véritables 
généralisations et qu'ils admettent bien, comme cas particuliers, ces 
théorèmes eux-mêmes. 

Dans cet ordre d'idées, je signalerai, par exemple, ce qui a trait aux 
racines égales des équations algébriques (n° 79). 

Un autre point assez important, ce me semble, recevra aussi quelque 
éclaircissement dans le courant de l'étude que je vais faire; je parle 
de la possibilité d'opérer dans certains cas sur les quantités de l'En- 
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semble «f , sans les exprimer au moyen de leurs composants» et de les 
traiter alors comme des quantités ordinaires; cela n'étant pas toujours 
possible, il m'a paru utile d'en donner quelques exemples dans ce qui 
suit. On les reconnaîtra sans peine (•). 

63. Remarques préliminaires. — i^ Dans tous les calculs que nous 
allons faire, nous devons évidemment supposer que tous les termes 

et éléments qui y entrent appartiennent au même Ensemble &; car 
nous ne pouvons pas imaginer de relations d'égalité entre des objets de 
nature différente : par exemple, l'équation air-+-a = o, où a serait 
un pur nombre, tandis que a serait une quantité complexe appartenant 
à l'Ensemble &^ n'a absolument aucune signification. 

2^ Il y a néanmoins un certain sens, dans lequel l'introduction de 
quantités purement numériques n'est point absurde. Un exemple fera 
comprendre ma pensée : soit a6 un produit; pour qu'il appartienne 
a l'Ensemble £, il suffit que l'un des deux facteurs appartienne lui-même 
à cet Ensemble, l'autre pouvant aussi lui appartenir, ou bien encore 
étant simplement un nombre réel. Ce dernier cas, d'ailleurs, se ramène 
facilement à l'autre; car, si a est un nombre réel et que b appartienne 
h l'Ensemble <t, on peut écrire 

b — bg^y 
ab — abgQ^=.ag^b\ 

ag^ appartient alors à l'Ensemble C En vertu de cette remarque, on 
pourra toujours, dans les raisonnements, supposer que les deux facteurs a 
et b appartiennent à V Ensemble £. 

On peut aller plus loin dans certains cas et admettre d'une façon 
analogue les constantes imaginaires : cela aura lieu d'abord pour chaque 
Ensemble partiel, qui sera une multiplicité à deux dimensions; et en- 
suite aussi pour l'Ensemble & lui-même, si tous les Ensembles compo- 
sants de celui-ci sont à deux dimensions. 

3® Bien que plusieurs des points que je vais traiter n'excluentpas les 
Ensembles composants à une seule dimension, néanmoins, sauf avis 

{> ) Voir, par exemple^ les fractions rationnelles n** 82 et 83- 
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contraire, je supposerai généralement qu'ils en ont tous deux. Cette 
hypothèse sera bientôt justifiée (n^ 68), 
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CHAPITRE I. 

LES POLYNOMES ENTIERS ET LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 



La division de deux polynômes. 
64. Soient 
et 

deux polynômes dont tous les coefficients et la variable r appartiennent 
à l'Ensemble £ [voirn'' 63, 2*^). 

Supposons que l'on veuille effectuer la division du premier polynômr 
par le second, et, en outre, admettons que l'on ait 

p'>p et aussi /^O. 

Alors (n° 60) on devra séparer dans chaque polynôme les divers com- 
posants, puis effectuer la division des composants relatifs aux Ensem- 
bles correspondants, ce qui donnera les composants du quotient et 
du reste relatifs au même Ensemble partiel. On aura ainsi à diviser 



par 



En posant 



/^a:f-^A■;xr-« 



/,j?f -h X/.rf '-h 

ii^-hê^^'\ 
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désignent ces nombres pour celles d'entre elles qui sont respective- 
ment affectées du même indice, le nombre des solutions de l'équa- 
tion (39) sera 

67. Premier cas : l^Q. — Alors (n^ 55) 

},,^o, Xj^o, ...» X,.^o. 

Les r équations (4o) sont du degré/? exactement. 

Première catégorie . — Parmi les Ensembles £,, £3, ..., «f^, il n'y en 
a aucun qui soit une multiplicité à une seule dimension. Alors, comme 
chacune des équations (4o) a exactement p racines réelles ou imagi- 
naires et que les racines, tant imaginaires que réelles, sont admissibles 
pour des multiplicités à deux dimensions, on a 

N -p\ 

Dans ce cas, le polynôme fondamental /($) du Chapitre III de la 
r* Partie (n°* 36 et suivants), doit avoir toutes ses racines imaginaires 
conjuguées; il est donc de degré pair, et l'on a 

ainsi 



1 

- n 



Remarque. — Parmi ces N solutions, il peut y en avoir d'égales {voir 
plus loin, § IV). 

Deuxième catégorie. — Parmi les Ensembles £,, £3, . . ., «f ^, il y en 
a qui sont des multiplicités à une seule dimension. Soit, par exemple, 
C^ un tel Ensemble. Parmi les racines de l'équation 

«i H- Pi ?i -H yi <î -H . • • -H ^1 $f = O, 

dont, au reste, tous les coefficients sont réels, il faudra rejeter toutes 
les racines imaginaires; dès lors,/i n'est plus qu'un maximum, que 



(1) Ce nombre est donné sans démonstration par M. Weierstrass dans son Mémoire, 
p. 4 10. L'auteur se place du reste dans le cas de / ^z^ &, 
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peut atteindre ou ne pas atteindre le nombre /i< des racines convenables; 
et ce nombre dépend complètement de la particularisation des compo- 
santsa,, 64, . . ., l^^ des coefficients a,b,,. ., /de l'équation (Sg); il peut 
même arriver, si p est pair, que //| = o et, par suite aussi, N = o. 
Dans tous les cas, 

est le nombre maximum des racines de l'équation (Sg). 

68. Remarque I. — En Algèbre, l'admission des racines imaginaires 
permet d'énoncer ce théorème général : que toute équation du pi^^^^ de fi^ré 
a exactement p racines. Si donc on veut poursuivre rigoureusenient 
l'analogie du nouveau calcul avec l'ancien, on devra rejeter les Ensem- 
bles C^ pour lesquels le polynôme fondamental/($) ne répondra pas à 
la première catégorie; et c'est là une des raisons qui justifient l'hypo- 
thèse faite au n** 63, 3**, que tous les Ensembles composants sont à 
deux dimensions. Cetle hypothèse admise, on a, dans la formule 



1 
il 



la généralisation véritable du théorème rappelé ici. En effet, pour 
/î = 2, on retrouve la formule 

69. Remarque IL — Ayant toujours /p^ ô, si en même temps a ^ O, 
aucune des équations (4o) n'admettra de racines nulles, et l'équation 
proposée n'aura pas, pour solution, un diviseur de zéro. Les solutions 
seront donc toutes des quantités co/w/>fe.re5 ordinaires (n" 58). 

Si l^Q^ et a = ô. Tune au moins des équations [\o) admettra au 
moins une racine nulle. Soient 

les nombres de racines nulles que possèdent respectivement les équa- 



(*) D'après lo procédé même qui a servi à trouver la formule générale, cela devait être 
évidemment, et par conséquent ce résultat n'a nullement la prétention d'être une démon- 
stration du théorème fondamental de la théorie des équations algébriques, mais c'est une 
simple véri6cation. 

B. 8 
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lions (4o) (ces nombres pouvant d'ailleurs être nuls), le nombre 
des racines de l'équation proposée, qui seront des quantités complexes 
ORDINAIRES, scra 

et, par suite, cette équation admettra comme solutions 

diviseurs de zéro ordinaires. 

70* Deuxième cas : /= O, — On supposera tout d'abord a^Q, Alors, 
en admettant comme racines les quantités que j'ai nommées des in- 
finis ordinaires (n** 58) et passant de l'équation (4o) à l'équation 



(S) 



in 



par l'application des propositions indiquées (n^ 59) et de la remarque II 
(n** 69), on trouvera encore 

N =/?'•=/>* 
racines dont 

sont des infinis ordinaires. 

[ti',, n'j, ..., /i). sont des nombres analogues aux nombres n\^ 
n\, ..., w,. du numéro précédent, et correspondent aux racines nulles 
des équations aux inverses des équations (4o)]. 

/ = O, a = ô, mais l'un au moins des autres coefficients différent dun 
diviseurdezéro. — Ç^n^OMXV^ continuer d'admettre que chaque équation 
(4o) a/? racines, dont un certain nombre sont nulles et d'autres infi- 
nies (^). On pourra dire alors que l'équation (Sg) admet des solutions 
des quatre espèces : quantités complexes ordinaires, diviseurs de zéro 
ordinaires, infinis ordinaires, infinis mixtes (n® 58). Le lecteur comptera 
facilement le nombre des racines de chacune de ces espèces; le 
nombre total sera toujours 

(0 Celte manière de procéder se justifie de la même façon que dans T Algèbre ordinaire, 
en considérant les coefficients diviseurs de zéro comme des limites de quantités corn- 
plexes ordinaires variables. 



1 
- n 
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71. Dernier CAS : Tous les coefficients sont des dwiseursdezéro. — Si tous 
les coefficients étaient nuls rigoureusement, il est clair que l'inconnue œ 
serait absolument indéterminée. J'exclus cette supposition. 

Si, parmi les Ensembles composants, il ne s'en rencontre aucun pour 
lequel tous les composants des coefticients, qui lui appartiennent, 
soient simultanément nuls, on obtient les mêmes résultats que dans 
ie cas examiné immédiatement avant celui-ci. 

Si, au contraire, pour l'Ensemble £^, on a 

ûf|l =^ O^ izi . . . = /jji^ = o, 

Çpt n'est plus déterminé par les équations (4o), puisque l'équation d'in- 
dice (JL a tous ses coefficients nuls. Il en résulte que l'on peut donner 
au composant x^ de l'inconnue ce telle valeur que l'on voudra, les 
autres composants de x étant d'ailleurs parfaitement déterminés^ s'ils 
n'appartiennent pas à des Ensembles analogues à C^. En conséquence, 
l'équation ( 39) est vérifiée^ dans ce cas^ par une infinité de racines. 

Ce cas est du reste le seul où l'équation n'a pas exactement N =/?» 
racines; mais il est très remarquable que l'équation (Sq) puisse avoir 
une infinité de racines, sans que tous ses coefficients soient nuls. 

Un peu d'attention permet d'énoncer ainsi ce théorème : 

Pour que l'équation Y[x) =^ o ait une infinité de racines, ilfimt et il 
suffit que ses coefficients soient tous des multiples d'un même diviseur de 

séro{*). 

, Pour fixer les idées, on peut supposer que ce sont les Ensembles 
£,, «!^2, ..., Ci pour lesquels tous les composants des coefficients de 
l'équation sont nuls, les autres ne rentrant pas dans ce cas. 

Maintenant prenons un coefficient quelconque, a par exemple, on a 

a\,a\, ..., a'^étantdeséléments des Ensembles respectifs £,, «C2, ..., £,, 
absolument quelconques. 

(*) Ce résullat si intéressant est dû à M. Weierstrass (loc. cit., p. 408). C'est le der- 
nier des trois points que, dans rintroduction, j'ai annoncés comme ne m'appartenant pas. 
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Opérons de même sur les autres coefficients, nous voyons alors qu'ils 
contiennent tous en facteur le diviseur de zéro 

La condition énoncée dans le théorème est donc nécessaire, et, 
d'autre part, on voit immédiatement qu'elle est suffisante. 

72. Remarque importante. — Bien que l'équation admette alors une 
infinité de racines, lepolynâme¥{x) n'est pas nul pour tovje valeur de x; 
car, toutes les racines en nombre illimité, qui vérifient ¥{x) = o, ont 
certains composants absolument déterminés ; de sorte que les théorèmes 
suivants restent rigoureusement exacts: 

[. Un polynôme ¥{x) ne peut s'annuler pour toute valeur complexe 
de Xy que si tous ses coefficients sont nuls. 

II. Deux polynômes égaux pour toute valeur complexe de x ont les 
coefficients des mêmes puissances de x égaux entre eux deux à deux. 

§111. 
La décomposition de F(j7) en facteurs linéaires. 

73. La division par X — x . — Je suppose ly^ O. Soit 
une racine de l'équation 

(39) ¥{x)^o. 

Je recherche quel est, sur cette équation, l'effet de la division de 
F(j?) par x — x'. Effectuer la division par j? — a?' revient à diviser 
chaque composant de F(.r) par le composant correspondant à^ x — x \ 
on devra, par exemple, diviser 

a^^-^-b^x^-^-. . ,-{- l^x'^ par x^— x'^ 

ou I 

a|i.+ Pji?ii + .-.-f-^H.?g par l^—l')f.\ j 

la division sera toujours possible dès que a?' désignera, comme on le 
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suppose, une racine de l'équation (Sg). On ne sera même pas arrêté 
quand certains composants de x' seront nuls ; car si, par exemple, 
cc^ = o, c'est que, dans les équations 

on a 

a^-=o et a|i=:o; 

on peut donc les diviser la première par a:^ et la deuxième par Sj^. 

La division effectuée, chacune des équations (4o) aura son degré 
réduit d'une unité: et les racines de la proposée correspondant aux ra- 
cines restantes des équations (4o) ne seront plus qu'au nombre de 

ainsi l' opération faite a enlevé 

nzcines. 

Si r= I {n = 2), une seule racine a disparu : le résultat de l'Al- 
gèbre ordinaire n'est pas contredit^ mais généralisé. 

74 Des systèmes fondamentaux de racines. — Soit 



(A) 



A> 


^], 


. . . , 


x'P^ 


t 


X^y 


• • • » 


x'P' 


• • > 


• ' 9 


. . . , 


• • ■ 


1 
Xf., 


A, 


. . . , 


jr!."' 



le système complet de tous les composants des valeurs de x qui satis- 
font à l'équation (3c)). J'appelle système fondamental de racines tout 
système de p racines ou chaque composant (d'indices '^ quelconques) 
figure une fois et une seule fois. Un système fondamental épuise donc les 
pr composants. Pour évaluer le nombre des systèmes fondamentaux dis- 
tincts^ je suppose d'abord que tous les composants d'une même ligne 
du tableau (A) ont des valeurs différentes ; alors, puisqu'on peut tou- 
jours imaginer qu'on écrive les composants d'une même racine dans 
l'ordre croissant des r indices inférieurs^ on obtiendra précisément par 



• {6a ) 
les divers arrangements des indices supérieurs rhr 

cj =/>(/? — i). . .(^— r-M) 

racines distinctes, pouvant servir, si on les groupe/? k p d'une manière 
quelconque, à former des systèmes fondamentaux tous distincts. Leur 
nombre est donc dans ce cas exactement 

m{uj — l). . .(CT — p -hi) 

1.2.../? 

Si un composant d'une ligne du tableau (A) devient égal à un com- 
posant d'une autre ligne, il n'y a pas de réduction dans le nombre des 
systèmes fondamentaux, parce que les éléments de lignes différentes 
étant relatifs à des Ensembles différents ne sont pas échangeables 
entre eux. 

Au contraire, si A/, termes de la i*^™* ligne deviennent égaux, le 
nombre des svstèmes fondamentaux distincts se réduira à 



1.2... kii 

Car, ayant d'abord écrit tous les cj systèmes fondamentaux comme 
si les ki^ termes en question étaient différents, si l'on vient à prendre 
égaux ces derniers, et qu'on se rappelle aussi qu'un système fonda- 
mental épuise tous les composants, on voit que chacun des systèmes 
est écrit autant de fois qu'il y a de permutations des ^;, termes égaux. 

D'une manière générale, désignant par 

les divers nombres des composants de la ligne t qui deviennent respec- 
tivement égaux entre eux, on aura dans tous les cas pour le nombre 
exact des systèmes fondamentaux distincts 



ATj j I /fj j I . . , n^J^\ a'jj I . . . A'2yj I . . . " ryi- 1 

75. Soit maintenant 



**^ — — X I ~T~ ce A "r" ... "T~ OC ^ , 



j,ip) -_. ^0.) ^ j.fp) _^__^j^(p} 



(63) 
un système fondamental quelconque de racines^ on a identiquement 

car on a successivement 



I = r 



F(^)=:\ («/-H hiXi-^-,, .-h /«.rf) 



i = i 



=^(«,+ (3,-?, + ...-)-i,^f)5'"' 



/=1 



=^\.h{Xt-^i){b-i'i)-- -(.II- ir )]§"-■ 



1 = 1 

i = r 



^2,[li{Xi— x't){Xi'- x]). . .{Xi— x[^^)'\ 
1 = 1 

F(ir) peut donc se mettre sous la forme (40 ^® ^ manières différentes, 
et cela quelle que soit la quantité complexe x. 

76. Corollaire I : Relations entre les coefficients et les racines, — Les 
relations habituelles auront encore lieu entre les coefficients et les 
/? racines x\ x'\ . . .jûo'^\ pourvu que celles-ci forment un système fon- 
damental. Cela résulte immédiatement de la décomposition trouvée 
(n^ 75) et du théorème II (n^ 72). 

77. Corollaire II. — Comme une racine quelconque de ¥{x) = o 
fait toujours partie de l'un au moins des systèmes fondamentaux dis- 
tincts, la décomposition des polynômes en produit de facteurs linéaires 
au moyen d'un système fondamental montre tout de suite que si les 
équations 

F(^)=:o et <^(x)z=zO 

ont une racine commune x\ elles admettront le diviseur commun 
Plus généralement, si 

X y X y • • « ^ X^ 
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sont i racines faisant partie d'un même système fondamental, tant dans 
Téquation F(a?) = o que dans l'équation ç [x) = o, les deux polynômes 
¥{x) et <f{cc) auront le diviseur commun 

§iv. 

Les racines égales. 

78. Nombre des racines égales. — Écrivons Tensemble des pr com- 
posants trouvés par la résolution des équations (4o) : 



(A) 



^1 1 


X^y 


. . . , 




^;. 


^j, 


• • • > 


**'2 > 


• • 1 


• • > 


• • • J 


• • • > 


<. 


X f., 


• • • > 


^rV'. 



Si l'on suppose différents tous ceux qui ont même indice inférieur, il 
est évident que les/?'* racines de l'équation (Sg) seront également dif- 
férentes. Supposons toutes ces racines écrites, et puis imaginons main- 
tenant que T^i des éléments de la dernière ligne deviennent égaux 
entre eux, les autres éléments de la même ligne ou des autres lignes 
restant distincts, l'ensemble des racines se partagera en 



r—\ 



racines inégales et 

groupes de t^, racines : les T;.| racines d'un même groupe étant égales 
entre elles, mais les groupes différant les uns des autres. 

Si T^2 autres éléments de la même ligne deviennent égaux, puis 'Zrz 
autres, etc., enfin T;.^^, on aura 

{P — T,! — Tri — ... — '^rJr)P'"^ 

racines inégales : 

pr-i groupes dislincts de t,.| racines égales entre elles, 

/>'■-* » » » Tri '^ >^ 



/)'•-* » » » TrJr 



> 

» » 



(65) 
Si l'on a soin d'admettre les valeurs de t^/ égales à l'unité, on aura 

P — Tri — T|.j — ... — ZrJr =^ 0> 

ce qui simplifie le calcul; les groupes restent distincts entre eux. 
Le nombre des racines distinctes est en définitive actuellement 

JrP"-'. 

Si maintenant nous opérons de la même manière sur les éléments de 
la r— i""**^ ligne, en tenant compte des changements déjà survenus 
dans la r*^™«, et si 

sont les nombres analogues aux nombres 

Trl> T;-2j • • • > "^t'Jr^ 

avec la condition 

les/?'*"* groupes distincts de t^, racines égales vont donner lieu a 

pf-i groupes distincts de T,.,Tr-i,i racines égales, 

/>'-* » » » T;.iT,._,,2 » » 



Un fait semblable aura lieu pour les p"^* groupes de T^a racines 
égales, etc. 
Le nombre des racines distinctes sera alors de 

Continuant de la sorte et prenant des notations analogues, on arri- 
vera à montrer que les racines de l'équation se partagent finalement en 
groupes de 

racines égales entre elles, les indices recevant de toutes les façons 
possibles toutes les valeurs dont ils sont susceptibles. Le nombre des 
racines distinctes sera alors 

• » ■ 

Jrjr—l • • 'Jl9 

c'est-à-dire le nombre des racines distinctes de r équation (39) est égal au 
produit des nombres des racines distinctes des équations {^o), 

B- 9 
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79. Recherche des racines égales. — Considérons le polynôme F'(^) 
déduit de ¥{x) par Tapplication de la règle de dérivation, comme si les 
coefficients des diverses puissances de x^ et x aussi, étaient des quan- 
tités ordinaires, F'(^) sera encore pour nous la dérivée de F(a7). On a 



1= r 



F'(^) = b-[- 2CJ? -h. . . + />/j;^-*=:y ^(')((3,H- 2y/ç/-h. .,-hph cf-^). 



i=I 



Pour résoudre l'équation T'{x) = o, on devra donc écrire les r équa- 
tions 

et l'on voit de suite que si: F{x) = o a des racines égales, au moins 
une des équations (4o) aura aussi deux ou plusieurs racines égales, 
et, par suite, cette dernière aura une ou plusieurs racines communes 
avec l'équation (42) de même indice qu'elle. 

Dans tous les cas, cette remarque permettra de trouver les racines 
égales de la proposée. Toutefois, et c'est là un fait digne d'attention, 
l'existence d'une racine multiple x' dans l'équation proposée n'entraîne 
nullement l'existence de cette même racine x' pour l'équation dérivée, 
et d'autre part, cependant, on n'a point là une contradiction du théo- 
rème ordinaire de l'Algèbre, comme on va le voir. 

Reprenons la considération des systèmes fondamentaux de racines 
(n^ 74). Observons que l'équation proposée peut avoir des racines 
multiples sans qu'il soit possible de trouver un seul système fonda- 
mental contenant deux racines égales entre elles; il suffit, pour que ce 
cas se présente, que les/? valeurs trouvées pour le composant relatif 
à l'un des Ensembles partiels soient distinctes, tandis que, pour 
d'autres Ensembles partiels, certaines sont égales. 

On reconnaît en même temps que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe un système fondamental ayant deux racines égales est que, 
pour chaque Ensemble composant £^, £^2* •• •> ^r* ^^ trompe au moins 
deux valeurs égales des composants de x. 

Il en résulte que chacune des équations (42) doit avoir une racine 
commune avec l'équation (4o) de même indice. Et l'on peut énoncer 
ce théorème : 

Pour qu'il existe un système fondamental de racines de V équation 
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F{x) = o ayant deux racines égales, il faut et il suffit que r équation 
Y'[x)-=o ait une racine commune a^ec l'équation F(a?) = o. 

Plus généralement, pour qu*il existe un système fondamental de ra- 
cines de V équation F (a?) = o, ayant exactement p racines égales entre 
elles ( tout autre système fondamental étant de plus supposé ne pas admettre 
cette racine plus de p fois) ^ il faut et il suffit qu^ il existe également, pour 
r équation P'(a?) = o, un système fondamental au moins, ayant p — i ra- 
cines égales à cette même racine, et qu'il n'en existe pas r admettant 
plus de p — I fois. Six' est cette racine, Y{x) et F' (a?) admettent alors le 
diviseur commun f^x — x'Y^^ . 

Ces théorèmes ne contredisent pas ceux de l'Algèbre ordinaire, 
puisque alors il n'y a jamais qu'un seul système fondamental. 

§v. 

De la racine /)'^'"* d'une quantité complexe. 
80. Soit 

Nous supposons que tous les Ensembles composants sont des multi- 
plicités à deux dimensions, afin de pouvoir admettre des coefficients 
imaginaires ( n*^ 63, 3**). 

11 est clair que 



(/■) 



(où T,, ^2, . . ., T^ sont des racines j9^^">«* de l'unité qui, du reste, peu- 
vent ne pas différer) est une quantité qui, élevée à la puissance p, 
reproduit a; car, en appliquant les règles de multiplication que nous 
connaissons, nous avons 

Aussi la quantité ya, définie par l'égalité (a), sera dite une racine 
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/>'^"* de a. On pourra encore, si l'on veut, l'écrire 

OU même simplement 

en se rappelant alors que chaque radical est susceptible de prendre 
p valeurs. 

On voit qu'il y a /)'*=/>* racines ^»«™«« d'une même quantité com- 
plexe a. 



81. Remarque, — Avant de quitter les équations algébriques, sur 
lesquelles il y a sans doute encore beaucoup à dire, notons qu'on peut 
se proposer la résolution de ce que j'appellerai une équation partielle, 
c'est-à-dire la recherche des valeurs de ce propres à satisfaire à la rela- 
tion 

F(x) = 0. 

On voit tout de suite que cette question a de sa nature une infinité de 
solutions. Néanmoins, toute valeur de x ne répond pas à la question; 
car, ¥{x) étant toujours de degré/?, il ne peut y avoir plus de/? valeurs 
de j? qui rendent nul un composant déterminé de Y{x). La question 
sera d'autant plus déterminée qu'on exigera plus de composants nuls. 

Par exemple, si l'on veut que le troisième composant de ¥{x) ainsi 
que le quatrième soient nuls, ce que l'on pourra écrire 

il n'y aura que p^ systèmes de valeurs x^ et x^ vérifiant cette équation 
partielle. 
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CHAPITRE II. 

LES FRACTIONS RATIONNELLES. 



82. On a vu que, si 

était un système fondamental quelconque de racines de l'équation 

F(^) = o, 
on avait identiquement 

en supposant /^^O (ce que nous continuerons à faire). 
Considérons maintenant la fraction 

où f[pc) est un polynôme entier de degré quelconque p' <C p ( * y 
Désignons par 

et 

les composants respectifs des deux polynômes ; on a toujours 



F(x) ^h\(x,) l\(x,) F,.(^,.)' 

en posant 

F,(^,) = a^,a,)^<o, 



(») On peut toujours supposer que Fou est dans ce cas; car, si le degré de/(.r) était 
supérieur ou égal à celui de F(x), une simple division ordinaire (n* 6i) ramènerait à ce 
cas, comme dans le calcul algébrique ordinaire. 



( 7o) 



cette égalité devient 



D'après l'hypothèse / ^ ô et en admettant qu'aucune des équa- 
tions 

n'a de racines multiples, chacune des fractions rationnelles entrant dans 
h second membre de l'égalité précédente est décomposable exactement 
en p fractions simples; on a» par exemple, 

et cela d'une seule manière. 

Ayant effectué la même opération pour chaque fraction, supposant 
que le système fondamental (ce qui est permis) soit 



et posant encore 






on aura 

/(£) _ X' X' X^P^ 

F(x) ~~ a: — jc' '^ x — a;" ^'"'^ x — x^p>' 

Cette décomposition en fractions simples peut se faire évidemment 
d'autant de façons qu'il y a de systèmes fondamentaux de racines, 
pourvu toujours que F(ir) = o n'ait aucune racine multiple. 

En particulier, 

F{x) X — X* X — x^ '*' X — x^P"^ 

83. Supposons actuellement que $,($/) admette une certaine racine, 
par exemple, ^), au degré [x de multiplicité, on aura 
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Bien qu'au deuxième membre figure en réalité le composant de 
rang i 



^'ig''' . ^'ig''' . . ^rg'^ 



de la quantité 



(ûCi J7;)H' (j?,- J7',.)l*-* " JCi — X 



"^ z TTT. — r -H ... H > y 



{X'-'x')y- {x-^x')V-^ x — x' 

on voit qu'il ne sera pas possible, en général, de décomposer ^y^ en 

fractions simples, comme s'il s'agissait de polynômes composés avec 
des quantités réelles ou imaginaires. On voit néanmoins que cela sera 
encore possible, toutes les fois que chaque équation 

contiendra le même nombre de racines distinctes que chacune des 
autres, et que, de plus, les degrés de multiplicité seront les mêmes, 
de sorte, par exemple, que si $^($,)= o admet une racine triple, deux 
racines doubles et les autres simples, $2 = o, $3 = o, . . . devront ad- 
mettre chacune : une racine triple, deux racines doubles et les autres 
simples. Pour arriver au résultat désiré, on choisira le système fonda- 
mental i\Q^ racines, de manière que tous les composants d'une même 
racine de ce système correspondent à des racines de même degré de 
multiplicité des diverses équations $^ = 0. 



CHAPITRE m. 

LES SÉRIES. 



84. Je dirai qu'une série de quantités complexes 
est convergente quand les r séries composantes le seront elles-mêmes, 



à savoir 



aV'-+-«i''-+-----H<' 



ai.»'-Ha;*>-H...4-ar-+- 



A son tour, chacune des séries précédentes sera dite convergente, 
quand la série des coefficients affectant la quantité g^^^ correspondante 
sera convergente. 

Ainsi la série 







-+-4*^4-. 


. . -h a'ijT' 4- . 


• • 








— 


= ay)^({i.)-+-a|,"^(lx)-H 


...+«lf' 


ff(^) 




— 


z^(l*)[aj;» 


-h a{i*'-h. . . 


+ «|f' 


+ 


...] 


sera convergente 


si 

ail. 
«{1. 


-h 4^^ -H... 


+ «;/" 


+ 


• • • 



Test. Cette série étant une série à termes réels ou imaginaires, on est 
ramené à l'étude des séries ordinaires. 
Soient deux séries k termes complexes 



ou bien 



en posant 



m = ilU, -+- Uî,, 4- ... -H Dbf , 

Xi = «i» ' 4- «i*^ 4- . . . 4- al^^ 4- . . . , 
lPo^= ^Jiï 4- 6;.*' 4-. . .4- ^^1^^ 4-. . . 
\i ^^^ 1 , 2) . . . , r j, 



le produit des deux séries x et ilb sera 

tK,\S\> = X, "Ul), 4- cA.j 'Uî)j 4- ... 4- fti'rtflr» 

le produit Jl,/ift)/ étant effectué à la manière ordinaire pour le produit 
de deux séries. 

Les séries ordonnées suivant les puissances croissantes d'une va- 
riable complexe x n'offrent pas de difficultés, parce que l'on a 

J7 — — ^ ^1 4~ <2^j 4" ... 4~ "^ rf ~~ \ 4~ ^j 4~ ... 4" ^ p* 



■i 
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Si 

est une telle série, il faut observer que tous les coefficients, sauf a, 
peuvent être de purs nombres; a doit forcément appartenir à l'Ënsembleif^ 

(n'-eS). 



CHAPITRE IV. 

PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS. 



§1- 

Dérivées. 



85. Soit 

une variable complexe, Ç,, ^2> • • -t ^r étant des variables indépendantes 
réelles ou imaginaires. 

Soit encore F(a?) une fonction de la variable x. Afin qu'à chaque 
valeur de x appartenant à l'Ensemble & la fonction prenne elle-même 
une valeur appartenant à ce même Ensemble, nous devons exiger qu'elle 
puisse toujours se ramener à la forme 

<J,, <1>2, . . •• ^IV étant des fonctions réelles ou imaginaires des variables 
Regardons d'abord x^ ou ^i comme seul variable ; on aura alors 

et il en résulte 

AF_AO,£; A^^ A4^.^ 

^a:- AI, g'-^ AÇ, g'^'"^ Aï, g' ' 

Chacune des quantités -ry^ est réelle ou imaginaire, et l'on peut la 
B. lo 



(74) 



gw 



supposer finie et déterminée. Mais le facteur ^-y qui multiplie cette 
quantité n'est fini que pour « = i ( n*** 56 et suiv.), auquel cas on a 

Pour que l'égalité précédente ail un sens admissible, il faut donc 
exiger 

•^=0, pour i^\. 

En regardant comme seuls variables successivement Ç|, ^a, ..., ^^, on 
se convaincra sans peine que chaque fonction $, doit être fonction de 
la seule variable i, de même indice, ou encore que le composant F, 
de F n est fonction que du composant de même indice de la variable indé^ 
pendante. 

Supposant maintenant cette condition remplie et laissant variables 
tous les composants de x, on aura, pour la dérivée de V{œ), 

dF dil>i , d^^ ^ d(Pr . , 



djc^ dl,'' ' rf|, ° dl. "" 

D'ailleurs rien n'empêche d'écrire 

dli ^ — dxi' 

d'où ce théorème : « Les composants de la dérivée d* une fonction sont les 
dérivées des composants de cette fonction par rapport à l'unique composant 
dont ils dépendent, » 

86. Le théorème général (n^ 60) permet d'affirmer que toutes les 
fonctions composées avec la variable x au moyen des seules opérations : 
addition, soustraction, multiplication, division, satisfont a la condition 
que l'on vient de trouver. 

De même, toute fonction définie par une série convergente procédant 
suivant les puissances entières et positives de la variable x satisfait à cette 
condition. 

Egalement toute fonction définie par une série convergente dont les 
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termes sont eux-mêmes des fonctions vérifiant la condition indiquée la 
vérifiera eUe-même, 

87. Remarque. — La condition précédente est nécessaire, soit que 
tous les Ensembles partiels aient deux dimensions, soit qu'ils n'en 
aient qu'une; mais on doit en outre exiger que la fonction <I>/ de $/ soit 
une fonction réelle de Ç,, si l'Ensemble £, est une multiplicité à une 
seule dimension. 

§11. 

Classification des fonctioûs. 

88. Une valeur de Ç, étant figurée par un point dans un plan, on 
pourra l'appeler le point E/ ou le point x^; et l'on pourra dire de même 
le point X, au lieu de la valeur de x; pour ce dernier, il y aura lieu, 
plus loin, de distinguer le cas où x est nul ou bien est un diviseur de 
zéro : on est donc amené à parler du point zéro, d'un point diviseur de 
zéro d'ordre p, p étant le nombre des composants xi qui sont nuls; si 
p =ir, x est le point zéro lui-même. 

Contourner un point x\ ce sera faire décrire aux divers points compo- 
sants de X des chemins fermés autour des points composants de x' . Il n'est 
pas nécessaire que tous les composants de a? varient. 

J'appellerai intérieur de l'espace X l'ensemble des valeurs complexes 
de X, pour lesquelles chaque variable ^/ reste intérieure à une certaine 
courbe S^ du plan représentatif de cette variable imaginaire Ç/. 

La fonction F sera dite monogène tant que chacune des fonctions F,, 
Fa, . . ., F^ restera fonction monogène de la variable dont elle dépend, 
c'est-à-dire tant que $<, $2, . .., ^r seront respectivement fonctions 
monogènes de ^,, ^2, . . ., Ç^. 

F sera uniforme pour toute valeur de x intérieure à l'espace X, quand 
<1k(î = I, 2, . . ., r) sera uniforme pour toute valeur de $, intérieure à 
la courbe S/. 

Les propriétés qu'aura F(a7) d'être continue et d'être holomorphe se 
définiront d'une façon pareille. 

F(a:) sera méromorphe à l'intérieur de X, quand une ou plusieurs des 
fonctions $|- seront méromorphes à l'intérieur des courbes correspon- 
dantes S/, les autres restant bolomorphes. 
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On voit immédiatement que, si une fonction F(a?) est holomorphe à 
l'intérieur de X, il en est de même de toutes ses dérivées successives. 

§ NI. 
Série de Taylor. 

89. La série de Taylor est applicable aux fonctions holomorphes de la 
l'ariable complexe X . — Soit 

une valeur de x intérieure à l'espace X, dans lequel Y[x) est holo- 
morphe. 

Autour de chaque point Ç^, décrivons un cercle C| tout entier inté- 
rieur à la courbe S, et appelons sphère T' l'espace P comprenant toutes 
les valeurs de ^ qui correspondent à toutes les valeurs des quantités H/, 
respectivement intérieures aux cercles Q (1 = 1,2,..., r). 

Je dis qu'on aura 

( ',3) F(^) -: F(^') 4- ^^^ F'(^') 4- ^-^^^ r{x')^, ... 

On a, en effet, 

F(a?)=:F,(x,)-+-F,(^a) + ..- + F,.(^,) 
d'ailleurs, par hypothèse. 

Donc 



U-'O ; 



^\^*;(r.)^'+ ^-^Vt^' *;(r,)^'+. • •+ ^-^^77^*;(^r)«"'"-' 
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or, d'une manière générale, 

est le i'*"* composant de 

(•g--g')^ p(X)(j'). 

I • 2 • • «A 

Dès lors, la formule (44) donne immédiatement la formule (/|3) qu'on 
se proposait d'établir. 

Inversement, on verrait sans peine que toute fonction F(a), déve- 
loppable en série convergente suivant les puissances entières et posi- 
tives de 

X — x' 

dans une sphère P est une fonction holomorphe à l'intérieur do la 
sphère P. 

§ IV. 
Fonctions inverses. 

90. La fonction inverse d'une fonction 

sera la fonction dont les composants sont les fonctions inverses des 
fonctions composantes de 

.r = F(x). 

Quant à la fonction inverse de la fonction composante 
pour la définir, posons 

L'égalité 
exige 



1 
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posons 

d'où 

et, en faisant ^i\fli)g^'^ = ^{y^f ^i = ^{yi) sera la fonction inverse 
de la fonction j/. 

91. Le théorème sur la dérivation des fonctions inverses subsiste en 
y remplaçant évidemment 1 parg^o* 
En effet, 

— -+■,.. -j- — 



da: dxi dx^ dxj. 

dx dxi dx^ dXf. 



dy dy^ dy^ '" dy,. 
dy dx ûÇ/i dxi dy^ dx^ dy^ dx^ 



dx dy dxi dy^ dx^ dy^ ' ' ' dXf. dy,. 

Or, d'une manière générale, 

dyj_dx^^ ,,r/) d^d^i) Mi) ^'^^(^-•) ^ Mi) 
dXi dyi ^ dlj ^ dm ^ 

et, par conséquent, 

dx dv -^^^ -^•••-+-» -ôO, 



C. Q. F. D. 



§ V. 

Différentielles et intégrales. 



92. On a 



F(x) = F,(^,)-+-F2(j^,) ■+-... 4- F,(a7,) 
et 

flf^ = e/j7i 4- <i^j 4- . . . -+- dxr = ^' <iJi -H g^dl^ -h ... 4- ^^''^ ^;r. 

Donc 

F(^) dx = Fi(a;, ) <ij?, -|-F,(j7,) dx^-h. . .h- F;.(;r|.)6?j:*,.. 

11 n'y a plus actuellement aucune difficulté à définir une intégrale 
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prise entre des limites complexes : il suffit de la considérer, suivant 
l'usage, comme la somme de ses éléments différentiels. On aura 

maintenant 

(45) / \\{xi)dx,^\ ^i{l)d^ig(n=:^ii} 4^,(J,)6^^„ 

et Ton est ramené au calcul des intégrales prises entre des limites 
réelles ou imaginaires^. 

La formule (45) et les règles de calcul des quantités complexes 
montrent de suite que l'intégration de tout polynôme entier ou de 
toute série convergente procédant suivant les puissances entières et 
positives de la variable peut s'effectuer par les règles du calcul ordi- 
naire, comme si la variable et les coefficients n'étaient pas complexes; 
mais la constante à ajouter doit toujours être une quantité complexe 
faisant partie de l'Ensemble l. 



CHAPITRE V. 

DE QUELQUES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 



L'exponentielle complexe. 

93. Pour définir Texponentielle complexe e^ (où x = x^ -[-...."•-^r)» 
définissons d'abord ses composants. Pour cela, nous posons 



^ ^ I I .2 1 .2. . ,p 



• I 



(8o) 
êi est alors une exponentielle ordinaire, et l'on a 

e^ = e*i 4- e*» -h . . . -h e*r 

= ^'e^i 4- ^e^. 4- . . . -f- g^""^ e^r 

X x^ x^ 

= ^0 H H h . . . H- 



I 1.2 1.2.../? 

94. La propriété fondamentale de l'exponentielle, savoir 

est conservée. 
Posons 

r = 7i -»- 7ï ^- ••• -»-r'- = ^1 ^' ■+- "^«^ -»-•••-»- ^r/§^^ ''S 

on a 

e^ey = {e*^ 4- e*. H- . . . -H e^r ) («y, ^_ e^^, -|_ . . . 4- e^r) 
=: e^ie^i 4- e^aeJ'a 4- ... 4- e^reyr. 
Or 

donc 

95, V exponentielle complexe admet r périodes, car chacun de ses rcom 
posants en admet une : 

e^. a la période i'ksJ— i g^^\ 
puisque 

Les r périodes sont donc 
et l'une des périodes déduites de celles-là est 



2 71 v/— 1/^0 = 27rv/— i^'-+- 27rv^— 1^*4-. . .4- 27:v/— i^^''^» 

96. On a 

d ^ d ^ d :. d ^ 

ax aXx cix^ ax^ 

or 



(8i ) 

Donc 

d 

dx 



§ n. 

Les fonctions complexes sin^r et cos^. 
97. On pose 

sin J7 = sinj?! -h sino?, -h . . . -I- sin a?;., 
COSOmz COSJFi-h COSJ?j-f-. . .4-cos^,. 

avec 

° -9 o ^ j 2 1.2.3.4 / 1-2 1.2.3.4 

Il en résulte 



X J?* x^ 



sina? 1= ^ 4- 



I 1.2.3 1 .2.3.4.5 " " ' ' 



a?* ir* 



98. On a 



*^ I .2 1 .2.3.4 



sin'o? 4- cos'o? = ^0; 



car 



sin*j7-i-cos'j?=:(sin;riH-sinj?t-H-"-^sina7,.)'4-(cosa7, H-cos^2 4-...H-cosj7,.)* 

= (sin'a7i4-cos'a?i)-i-(sin*a?,-hcos*a7,)4-...-i-(sin*a?rH-cos*:r;.) 

puisque l'on a 

sin*a:,-4-cos*J!?/ = ^<0(sin'Ç/H-cos*5/) = ^<'^ 

99. Des développements en séries, on déduit facilement 

cos:r -H v^ — I sino? = ev^*, 
cosj? — \J — I sinaj^re^N^-**; 

d'où les formules d'Euler généralisées, et cette conséquence : que les 
B. II 
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nouvelles fonctions sin^ et cosj? admettent chacune les r périodes 

et celte autre période qui se déduit des précédentes 

37r^0= 27r^'-+- 271^"-+-. . .-+- 27r^f^ 

100. On a aussi (n« 85) 

d . d , d , d , 

sin J^=^ n — sinj?i-H -j — sina?iH-. . .-+- -j — sm^:,.. 



djp djCx ^^n ^*^r 

Or 

-^sina?/=:^(') ^sin5/ = ^<'>cos$i = cosjc,-; 

donc 



d . 

-7— Sin^ = C0SJr. 



On trouverait de même 

d 



-T-cosa? = — smx. 



§ ni. 

Le logarithme complexe. 

101. Considérons la fonction inverse de e*. D'après la définition 
donnée plus haut (n^ 90), la fonction inverse de 

// = €'* 

est 

nous conserverons le nom ordinaire : logarithme et nous poserons 

On aura alors 

et, par définition, 

102. La propriété fondamentale des logarithmes, savoir 
(46) Lu -\-Lv = huVf 
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subsiste, car 

Lu =zhUi -hLttj -h . . . -h L Wr, 

Lat' = LMiV'i-f- L«,^^,4-. . .H-LMr^r- 
D'ailleurs, posant en général 

on a 

LuiÇi= g^^^Lvi\)'i = g^'^L'Ji-h g^^'^Lv'i=. Lui-i-Lvi. 

La formule (46) en résulte immédiatement. 

103. Actuellement, pour conservera: comme variable indépendante, 
prenons la notation 

lorsque x contourne un point diviseur de zéro d'ordre/? (n" 88), y se 
reproduit augmenté de p périodes. 

On pourra plus généralement considérer la fonction 

y=L{x — a:'), 

X étant un point quelconque. 

104. Dérivée : 

dx dxi dx^ ' * ' dxr 

-5^ = :^L(..-.;)=^(o^La,-^;.):=^" 



dxi^ dxi^^^' ^"^* dir^^' ^*/-^,-$; 

d'où 

dy ___ ^0 

dx X — x' 

et, par suite aussi, la valeur indéfinie de l'intégrale 



/ dx __ r g^dx 
X — x' J X — x' 



est 

h{x — x'). 
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Mais, pour passer de là à l^intégrale 



X 



dx 



X — X 



il faudra tenir compte du chemin suivi pour se rendre du pointa?" au 
point ^'"(nM03). 

§IV. 

dx 



De rintégrale / , 



)i,g,-k^X^) 

105. k désignant un nombre réel ou imaginaire (*), on a (n®80), 
pour la quantité 

les 2"^ valeurs comprises dans la formule 



(t, , T2, . . . , T;. sont des nombres égaux à h- i ou — i). 

Prendre une valeur initiale déterminée du radical, c'est prendre un 
système particulier de nombres t. Supposons cela fait : on aura 

/dx 

dXy 






ou bien encore 

106. Chaque intégrale composante a deux périodes : il en résulte 



(») On pourrait même, si Ton voulait, prendre k complexe; le lecteur verra facilement 
les modifications qui en résulteraient. 
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que l'intégrale proposée admettra les 2r périodes 

K et K' ont le sens qui leur est attribué d'ordinaire dans la théorie des 
fonctions elliptiques. 

Quelques-unes de ces périodes s'ajoutent chaque fois que l'on con- 
tourne un point critique, c'est-à-dire un point x, pour lequel quelques- 
uns des points composants correspondent aux valeurs qui annulent le 
radical relatif au même Ensemble partiel. 

Par exemple, si 

est la valeur de l'intégrale prise de o à a? le long d'un chemin rectiligne 
(c'est-à-dire rectiligne pour chacune des variables Ç/), toutes les valeurs 
de l'intégrale 

dx 



f 



^0 \/(^o-^')(^o~^^^*) 

seront comprises dans la formule 

107. Enfin, on n'aura aucune peine à définir sn^; on posera 

sn^r = sno^i-i- sno;, 4-. . .-H sno:,. 

et 

La fonction j'= sna? est bien alors la fonction inverse de 

dy 



f 



d'après la définition donnée plus haut pour les fonctions inverses. 
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TROISIÈME PARTIE 



>•«•« 



CHAPITRE L 

NOUVEAU 1 ONDEMENT DE LA THÉORIE DES QUANTITÉS COMPLEXES. 



108. Ainsi que je l'ai annoncé dans Tlntroduction, je me propose 
d'exposer, dans cette troisième Partie, le remarquable travail de M. De- 
dekind. La voie que nous allons suivre est absolument différente de 
celle qui précède, et je dois avertir, afin d'éviter toute confusion, que 
désormais les quantités sur lesquelles nous raisonnerons sont de deux 
sortes : les premières sont les quantités réelles et imaginaires du calcul 
ordinaire; les autres sont certaines quantités que nous nommerons 
muhwalentes (meurwerthig), en attachant à ce mot un sens qui sera 
ultérieurement expliqué et qui fait dépendre ces quantités de certaines 
substitutions. Les premières quantités pourraient, par opposition, 
prendre le qualificatif d'w/iû'afe/i/e^. 

109. Considérons le Tableau E : 
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^11> 


^îl> 


. . . , 


^nlf 


^lî> 


^ÎJ> 


• • • j 


^nly 


. . ., 


• • •> 


• • • » 


' • •) 


^I/O 


^ifif 


. . . , 


^nn 



de n' nombres quelconques, réels ou imaginaires, assujettis toutefois 

à avoir un déterminant 

^11 ^îi • • ■ ^«1 

^lî ^ij • • • ^#»î 



(48) 



6=2 



m 



'Jn 



na 



différent de zéro. Associées par lignes, ces quantités forment n systèmes 
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de n quantités, dont le type général est 

Concevons nnaintenant un système de n quantités 

(49) ^t, ^2, •••, ^/l, 

auxquelles nous rattacherons les n substitutions (\) 

V^l> ^2> • • • y ^n I ^11» ^21» • • • ) ^/il /f 

^^°^ , 

Les quantités e^, ^2, . . ., ^^i formeront une 6a^^ et s'appelleront mut- 
tivalentes; leurs diverses valeurs correspondent aux n substitutions (5o), 
de sorte que toute relation 

(5i) "^(^ij^î, ...,e«)i=o, 

composée rationnellement avec les n quantités de la base et des nombres 
réels ou imaginaires déterminés y équi^^aut par définition même aux n rela- 
tions qu'on en déduit en y effectuant les substitutions ( 5o). C'est là le vrai 
sens qu'on doit attribuer à une relation telle que (5i) et aux quantités 
muUivalentes e^^ Cj, . . ., e^ qui sont au fond de véritables symboles des- 
tinés à tenir la place de quantités ordinaires. 

110. Démontrons le théorème suivant : 

Toute fonction rationnelle entière x des n quantités de la base s* exprime 
d'une façon, et d'une seule, sous la forme 

(52) ^ — ^1^1 -H $2^2 +•••-+- ?«^«» 

^i9 ?2> ...» ^71 étant des nombres {réels ou imaginaires) appelés les coor- 
données de X. 

(1) Je représente, d'une manière générale, par 

\^iXt • • • > ^ 1 -^ ïJ^ » • • • » ^ ) 
l'opération qui consiste à remplacer respectivement x par j/, j par y, . . ., « par z'. 
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En effet, quelle que soit la fonction entière x des quantités (49)» 
lorsqu'on y effectuera la substitution 

elle prendra une certaine valeur numérique (réelle ou imaginaire) bien 
déterminée et finie (la fonction œ est entière); soit Xg cette valeur. En 
effectuant successivement les n substitutions dansa?, nous obtiendrons 
les n quantités 

Dire alors qu'on a l'égalité (Sa), d'après la définition donnée plus 
haut, c'est dire qu'on a entre les nombres S,, ^2» • • •> in l^s n équations 
linéaires 

i » 

Le déterminant (48) de ces équations est différent de zéro; elles 
donnent donc toujours un système de coordonnées ^^ et un seul, savoir 

J '^J^ ' 

^y est le mineur du déterminant (48), qui correspond à l'élément Cij 
et qui est pris avec le signe convenable. Le théorème est donc dé- 
montré. 

111. Corollaire important. — Le système des qiiantii es mukivalentes 
^,, <?2, . . ., e^ est irréductible; en d'autres termes, l'égalité 

(55) 4i<?i-+-Çse,4-... + |„e« = o 

est impossible, à moins qu'on n'ait simultanément 
car, la fonction entière et rationnelle de e,, e^, . . ., e,,. 



(*89) 

vérifiant Tégalité x = o, on doit par définition obtenir, au moyen des 
n substitutions (5o), 



fcC I — ** J — — • • • — «X- n — \J y 



les équations (53) sont alors homogènes, à déterminant difTérent de 
zéro; donc on a 



SI — Çi — • • • — Ç/» — ^« 



Dès lors, on voit que e^, e.^, . .., ^;, forment un système de n clefs, de 
telle sorte que l'égalité 

entraine toujours les n suivantes : 

r >' v >» v- >/ 

SI — ^1» SX — ^2> •••> S" — "^n' 

VEnsemhle L sera désormais l'Ensemble de toutes les quantités sus- 
ceptibles d'être mises sous la forme (Sa) (*). 

112. Base complémentaire. — Considérons le Tableau F des n} nom- 
bres 



Ifu 



• »• ••• ••• •••• 

y 1/1 yirt • • • Jnn* 

Associés par colonnes, ils forment n systèmes de n nombres, dont le 
type général est 

('"^S) fs\9 fstf •••> fsn» 

Cela étant, soit 

un élément de l'Ensemble £; on pourra déterminer les coordonnées 
^'/ f 5!/ > ...» \^n P^^ c^tt^ condition que les n substitutions (5o) fassent 
prendre à f, les valeurs respectives 

Js\^ Jsl9 • • • > Jsn* 



(^) C'est cette propriété de Tindépendance linéaire des symboles ^i, 6'i, . . ., e» qui a été 
prise comme point de départ dans la I"* Partie. 

B. 12 




(Oo) 
fl suffira pour cela d'affecter de l'indice supérieur (s) les lettres ^ dans 
les équations (53) ou (54) et d'y remplacer respectivement a:^, x^, ..., 

'^n P^^yji > /j2» • • • • JsH ( )• 

On pourra faire une détermination semblable de n éléments /<, 
/a» "-y/n de l'Ensemble £, et ces éléments jouiront de la propriété 
qu'aux n substitutions 



(5o) 



\^l ^ ^iJ • • • ) ^rt I ^isi ^tsf • • • » ^ns ) \^ — ' > ^j •••»") 



correspondront respectivement lesn substitutions (^) 

(•">9) (/o/j» '"i/n I /iJj/ïJi . -j/*!*) (5—1,2, ...,//). 

Le système des quantités multivalentes 
est la base complémentaire. 



113. Remarque. — Le déterminant 








yii /il • • • //M 






;•) / 


y u yii • • • /ni 

• m 9 ••• ••• ••• 








Jln fin • • • Jnn 






( ■ ) Voici explicilctnenl ces équations : 




/.. = ?',"^n + Ç'/'e„ -+-...+ lif'e,,, 




/*. = I'.'"ei.+ ?'/'<?«-+-... 4- ?',f'^«,- 








et 

^\'^ = fnfsi -4-/1Ï/52-+- . . . -hfujsn, 




Ç'/^ = /it/ri -+-/îî/rt -+-...-»- /a/i/j« , 





5/ —fnlfsi -^ Juif si -^ • • '-hfnnfsn' 

(>) On peut se rendre compte de ce détail de la façon suivante. On a 

et, par la substitution (^i, e,, . . ., ^/» I ^isi ^t*» • • • > ^/i*)» on obtient /y,, de sorte (|u à cette 
substitution correspondent les diverses substitutions 

(/ll/u), ifilfis), ..., (fn\fns) 

OU simplement 



(9' ) 
n'est pas nul ; car on a, d'après une propriété connue des déterminants 
réciproques (*), 

^J\i V2S • • • v«« 



e\f=: 



d'où 



^f\n V2/» • • • V«« 



/ 



zz^e'*-y 



1 14. Relations entre les deux bases, — Ces relations sont très connues 
et se tirent d'ailleurs de suite des équations (53) en écrivant qu'elles 
deviennent identiques lorsqu'on y remplace ^,, ?2f •••» ^.n ^^^ leurs 
valeurs déduites des équations (54)» ou encore en écrivant que les 
équations (54) deviennent identiques lorsqu'on y remplace x\, œ.,, ..., 
Xn par leurs valeurs déduites des équations (53). 

On a alors 



d'une manière générale : 



^\pj\fl "^ e%pj^q -h . . . -}- ^nqjnq — 



On a aussi 



^p\fq\ "*" ^p^fq^ -h ... -h ^pnfi 



qn 



( O si p^q. 

l si /> =:= (/y 
O SI p^ q. 



En posant 

(62) 

on pourra écrire 






I SX p— 7, 

o si /? 7^ y, 



(UO) (i\pf\q-\- ^tpftq~^ ...-+- enpfnq — ^p\fq\ "*" ^pijqt~^ ... 4" ^pnfqn — KPi 7/* 

115. Du changement de base. — La base e^, ^2» • • •» ^« ^^^ définie au 
moyen des/i^ quantités du Tableau E et des substitutions (5o); on peut 



(}) On se rappelle (n** MO) que eftj est le mineur du déterminant e», correspondant à 
l'élément eij. 



(9^ ) 
remplacer cette base par une autre c,, c^, ..., ^« équivalente, c'est- 
à-dire telle que tout élément .r de TEnsemble € puisse s'exprimer sous 
la forme 



(64) 



cT — Çi Cl -+- sj <^2 "H . . . -h S /i ^n 1 



et cela d'une seule façon, pourvu que c,, Cj, ..., c,^ soient n éléments 
de l'Ensemble £ convenablement choisis : ils seront convenablement 
choisis, si le déterminant de leurs coordonnées n'est pas nul. 
Si, en effet, on a 



(65) 



avec 



(66) 






C,f — e, //li,| -h 6^fH^,^ + ...-+- ef^Iflfln7 



nin m2i 
mi2 /«j2 



m ni 



ni 



1/1 



m 



in 



... m 



nn 



F^O, 



on en déduit immédiatement et d'une seule façon 



e2r=/?2ïC,-i-/?2jCjH-. 



P\n ^tti 
Pin ^nt 



€fi — p„ i Cj H- Pn^ C2 -f- . . . -f- pnn ^n > 



valeurs qui, portées dans 



j? — |,<?i4- 



^2^2 



4/t ^nt 



permettent d'exprimer iT sous la forme (64), et cela d'une seule façon. 
Quant aux n valeurs dont est susceptible la quantité multivaleute cj, 
on les obtient de suite en effectuant dans 

Cj 3= e, m ly -H e, /Wjy -+-... -f- Cn m„j 

les n substitutions (5o); on pourra donc former le Tableau (] des. 
n^ nombres cy„ ainsi que les n substitutions analogues aux substitu- 
tions (5q). Le déterminant formé avec ce Tableau sera forcément diffé- 
rent de zéro; en effet, d'après le n^ IH, un élément quelconque de 



(93) 

l'Ensemble t ne peut être nul que si toutes ses coordonnées sont si- 
multanément nulles; on en déduit sans peine que, dans Thypothèsc (GG), 
une relation de la forme 

(67) X,Ci-h>.,c,-i-. . .4-X„c«=o 

est impossible, si Ton n'a pas X, = X2 = . . . = X„ = o. Les n relations 
dont la relation (G7) tient lieu sont donc aussi impossibles dans le 
même sens : c'est dire que le déterminant formé avec le Tableau C 
est différent de zéro. c. 0. f. ». 

116. Base normale. — Effectuons un changement de base au moyen 
des formules 

(68) L\j — e^f^ç -H e^f^g H- . . . + e„/„^, 

qui remplissent bien la condition voulue, savoir : que le déterminant 
des coordonnées ne soit pas nul (n° 113). 

La nouvelle base formera la base dite normak. Les n substitutions de 
ce système multivalent sont 

(Cl, Cj, . . . j Cfi I c^s} e^gf . , . <, Cns) (.^ ^^^^ ' > 2, . . . , /i ). 

117. Première propriété de la hase normale. — Elle consiste dans 
l'égalité 

j I SI p = q. 

m 

Effectuant dans (68) là substitution 

\^l» ^ÏJ • • •» ^/* I ^l/>> ^ipy • • •» e„p), 

nous aurons Cçp dans le premier membre, par définition, et dans le 
deuxième (/?, 7), d'après la formule (63). 

118. Deuxième propriété. — Elle consiste dans les égalités 



(69) 



\ CpCgZzno si p^q. 



\ CpCg-^^Cp SI p-=q. 

Enefl'et(68) 

Cp Cg — iej^p -f- Cî/îp-H . . . -h e„/„p) (e, /i^ + e^f^g -f- . . . f- e„f„g). 



(94 ) 

Or, en elFectuant au deuxième membre les n substitutions (5o), on 
obtient constamment pour valeur o, lorsque/? diffère de y; et, lorsque 
p z= q, la seule substitution 

fait prendre au deuxième membre la valeur i, tandis que les autres 
lui donnent encore la valeur zéro. 

Actuellement, si/?^y, les n valeurs que prend le produit c^c^ par 
les n substitutions ( :)o) étant nulles, le produit lui-même est nul, car 
l'égalité 



Cj, Cq = o 



ne signifie pas autre chose (n'^ i09). 
Si /? — y, les n — I valeurs 

que prend le produit sont nulles, mais on a la valeur 

pour i = p. Or on a de même (première propriété) 

Cpi = o pour / = 1 , 2 , . . ., p — I , /? -H I , . . ., n 



et 



Cpp — I * 



r/égalité 

\CpCp )i^^^ Cpi 

subsiste donc pour toutes les n substitutions; donc 

p p ~~" ^ p' C««Q.r«u» 

1 19. Expression d'un élément quelconque x de V Ensemble & au moyen 
de la base normale. — On a 

Remplaçant les coordonnées Ç par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (5/|) et ordonnant, par rapport aux quantités .r,, x.,, ..., x„^ on 



(95) 

trouve 

-^ = (<?i /] I -H- «2/21 4- ... 4- e„ fnx)^\ 
4~ \^\ f\l 4~ ^2/22 -h ... -h (^nj/tij'^'î 



OU, d'après (Grt), 

On peut donner aux quantités CiXi le nom de composants de ^s sui- 
vant l'expression de M. Weierstrass. On retrouve maintenant avec faci- 
lité leurs diverses propriétés au moyen des formules (6<)). Ce que nous 
avons dit dans les deux premières Parties de ce travail nous dispense 
d'insister davantage. 

120. Le fait capital ici est que, du système des n} nombres E, nous 
avons déduit l'expression des éléments de l'Ensemble &, au moyen de 
leurs composants, de sorte que ce système des nombres E peut être 
regardé comme un vrai fondement de la théorie des quantités com- 
plexes. 



CHAPITRE IL 

DE CERTAINES ÉQUATIONS DE CONDITION QUE L'ON RENCONTRE 
DANS LA THÉORIE DES QUANTITÉS COxMPLEXES. 



Recherche des solutions de ces équations au moyen du système £. 

121. Parmi les fonctions entières des quantités multivalentes e^, 
^2» •••» ^n^ les plus simples sont les produits de ces quantités deux à 
deux : d'après ce qu'on a vu au n"^ 110, chacun de ces produits 
s'exprime linéairement au moyen des quantités multivalentes ^,, 
e.y, . . ., e„ elles-mêmes; on peut donc écrire, par exemple, 



(96) 

Pour déterminer les coordonnées e<^^, £2^^, ..., ê,,^^, on se servira des 
équations (54); en observant qu'on a ici 

on trouvera 

( 7 ' ) ^rpq ^^^ Jn ^p\ ^q\ ~^Jri ^pt ^qt ■+"••• -^ Jrn ^pn ^qn ( ''j /^î 7 "^ ^ > -^J ...,//). 

122. Actuellement, recherchons si le théorème commutatif et le 
théorème associatif exprimés par les égalités 

ab = ba, 

{ab)c=i (ac)b 

ont lieu pour les quantités multivalentes ^,, ^2, . .., e^. Pour vérifier 
ces propositions, nous serons évidemment conduits à écrire les mêmes 
conditions que nous avons déjà trouvées dans la I"* Partie (n^* 9 et 10), 



savoir : 



(7'^-) 
et 



^rpq — S 



rqp 



^\pq ^Xlr "H ^tpq ^klr •+■..♦+ tnpq ^kni ^\pr ^A-l^"^ ^ipr ^klq~^ ... -h Snpr^knq* 

Nous écrirons les conditions de cette dernière forme en profitant des 
conditions (72) supposées remplies, c'est-à-dire 

( 7^ ) 2y ^Jpq ^krj =^ 2y tjpr ZkqJ ( * )• 

Ce sont les équations (72) et (78) que nous avons voulu désigner par 
le titre de ce Chapitre. 

123. Il est facile de reconnaître que les valeurs données aux trp^ par 
la formule (71) satisfont aux équations (72) et (73) et en constituent 
dès lors un système de solutions. 

En premier lieu, observons que dans les égalités (71) il n'entre au- 
cune quantité mullivalente, mais seulement des quantités ordinaires; il 
est donc permis d'intervertir l'ordre des facteurs de chaque terme; 

(^) En général, la lettre 1 affectée d'un indice signiûera la somme des termes déduits 
de Texpression soumise au signe l en donnant ù cet indice les valeurs i, 2, . . ., /i. les 
autres indices restant fixes. 



(97) 

dès lors, la symétrie par rapport aux deux indices/^ et q montre immé- 
diatement que 



^rpq — ^rqp' 



124. Pour former les sommes qui entrent dans l'égalité (73), j'ef- 
fectue le produit 

^Jpq ^krj ^= ( fj\ ^p\ ^qi "+" JJi ^p% ^ql -+-... "h Jjn €pn ^qn) 
X (/*! ^rl «yi -H fkt «n eyi -h . . . -h fkn ^ra ^Jn)\ 

en groupant dans chaque terme les facteurs qui contiennent l'indice y, 
on a, pour le produit, la valeur suivante, que j'écris sous forme de 
Tableau : 

ÊypçSAry =/yi «yi^pi «y| ^ri/lfcl -^fjï ^Jl^pl ^qi ^r\fk\ H" • • • "^/yl ^y/i ^p\ ^q\ ^rnfkn 

-^fjl ^jX^pt ^q% Cr\fk\-^fj% ^Ji^pt Cqt er\fk\ + • • • "H/yî ^jn ^p\ ^ql ^rnfkn 
-h 

'^fjn ^Ji ^pn ^qn ^r\fk\ ~^fjn ^j\ ^pn ^qn ^rtfk% "H • ■ • ~^fjn ^jn ^pn ^qn ^mfkn • 

A cause des formules (62) et (63), les seuls termes du Tableau pré- 
cédent qui donneront des termes dans la somme 

seront ceux de la diagonale descendant de gauche à droite, et l'on 
aura 

^J ^JPÇ ^krj ^^^ ^pl ^ql ^r\ J k\ "+" ^pt Cq\ €r% Jkt -f- • • • H" ^pn ^qn ^rn Jkn • 

Cette formule est symétrique par rapport aux indices/?, q, r; par con- 
séquent, si Ton calculait la somme 

on lui trouverait la même valeur. Ainsi les nombres e^^ déduits 
du système E par la formule (71) satisfont bien encore aux condi- 
tions (73). 

125. Remarque J. — Il est évident, d'après ce qui précède, que Ton 
pourra trouver une infinité de systèmes de solutions des équations (72) 
et (73). I! suffira pour cela de partir successivement de divers systèmes 
de n^ nombres dont le déterminant ne soit pas nul. 

Remarque IL — On a noté dans la I"' Partie (n^ 8) que la définition 
B. i3 



(98) 

des unités principales de M, Weierstrass reposait véritablement sur le 
choix des nombres e^.^. Nous venons d'obtenir ici un moyen simple de 
trouver des nombres trpq convenables, et c'est en cela même que con- 
siste une des conséquences les plus remarquables du Mémoire de 
M. Dedekind, puisque par là nous pouvons effectivement former autant 
de systèmes de quantités complexes que nous voulons. 

Calculs auxiliaires. 

126. Dans le § I de ce Chapitre, on a montré comment l'on pouvait 
toujours d'un système quelconque de n^ nombres, dont le déterminant 
n'est pas nul, déduire un système de solutions des équations (72) 
et (73). Il serait intéressant de savoir, en outre, si tout système de 
solutions de ces équations peut effectivement se déduire d'un tel sys- 
tème de n} nombres; mais, pour répondre à cette question, nous avons 
besoin de calculs préliminaires assez considérables : ces calculs feront 
l'objet du présent paragraphe ( * ). 

Nous supposerons maintenant que nous avons trouvé un certain sys- 
tème de nombres t^pg vérifiant les relations ( 72) et ( 73); de sorte que, 
dans ce qui suit, on doit toujours considérer ces nombres Zrpq comme 
connus. 

127. Nous posons 

(74) 

(7-'0 



(76) ^ = 





Op — 


2y ^jpji 


'^pq- 


-'^qp' 




CXy Bjpq, 


Tll 


Tis 


• • « 


TlH 


Tîl 


Tî, 


• ■ • 


r„t 


. • . 


• • . 


• • • 


• • • 


T«i 


f«î 


• • • 


^«/i 



On supposera toujours A ^z^o. 

Nous introduisons aussi certaines fonctions, soit linéaires, soit qua- 



(1) Afin que le lecteur puisse plus facilement suivre ces calculs, nous avons groupé les 
formules dans un Tableau placé à la fin de ce travail. 



1 



(99) 
dratiques, de n variables absolument indépendantes Ç,, $2, ..., Ç^- Ce 
seront les fonctions y];., yj^j, a, t, T;. (r, 5= i, 2, . .., n). Voici leurs 
définitions : 

(77) 1f\r^^i^j^rijli\h 

( 78 ) Y},., 1=: ^ =: iy e^,y Çy, 

(79) Cr=: iyiriyy, 

(80) 2T— 2/2yT|y£/Çy 

(81) T,. — ^ = 2y T,.y ^y. 

128. En vertu de la condition (72), on a 
De (77) et (78), on tire 

2 Yî;. = 2/ 2y £;./y ^,- $y = 2/ \i Ij EyiJ Ij = 2/ $/ Y) w- 

De (79), (78) et de (74)» en tenant compte de (72), on tire 

<7 = Jti i)ii = 2| 2y £/iy Çy i= 2y Çy 2; S/iy = 2y ^y 2/ £/y/ — 2y <7y Çy. 

De (80), (75) et (77), on tire 

2T = li Ij Tij ^i Ij — ^i Ij Ik CTa- e^ij Ç; Çy := 2^- C^Ar 2; Ij tkij li Ij = Ik (Tki^flk)' 

De (81), (75) et (78), on tire 

T;. r= 2,j T,.y £y ^=: 2y 2 A- 0"* ^krj Çy = 2^. C'a- 2y £>ti7 ?y ^= ^a- O'a- YÎAr ^= 2 a- <J/. -p- • 

Donc nous avons les quatre nouvelles formules 

(83) 2r),. =i2/J/Trîr/, 

(84) <7^.1jtJj^j, 

(85) -z — ljfjjfij, 

ôr\j 



( 86 ; 7,. — 2y (7y Tijr — 2y CXy 



(i;,. 



129. Dans ce qui suit, nous désignons par r/, rf', .., o, o,, ..., ô,„ . 
diverses caractéristiques de différentiation. 



\V 



( 'oo ) 



De (78), on tire 



(87) 



drirs = ^J ^rsj dEj- 



De (77), en profitant en outre de (87) ou de (78) et tenant compte 
des conditions (72), on tire 

2dinr = ^i ^J trij li dlj -+- 2/ 2y £;./y £y dt,i = 2 2,- 2y £,.,7 Ç/ ^Çy 
=: 2 2,- J,- 2y £,.|y dlj = 2 2,- Ç/ df]ri 



OU 



=: 2 2y ^^y 2/ erij Ij ~ 2 2y ûf£y y),.y, 



Donc, en ajoutant encore les formules qu'on tire directement de (8 1), 
(86), (85), on a les formules 



(87) 

(88) 
(89) 

(90) 
(90 
(92) 



df\,.s 

df\r 

dn,. 

d-z: 



ItjtySjdij, 

^jljdrirjy 
Ij-nrjdcjy 

Ij <jj dfij,., 
^jfjjdrij. 



Remarque. — Il est clair que Ton aurait obtenu les mêmes formules 
en employant une caractéristique de différentiation autre que d\ afin 
d'abréger, lorsque je serai obligé de changer ainsi la caractéristique, 
je l'indiquerai en ajoutant au renvoi le signe *. 



130. Les conditions (72) et (73) conduisent à la relation 



(93) 



Ij dokj d'Tijp — Ij d'-Okj drijp. 



OÙ d et d' sont deux caractéristiques indépendantes l'une de l'autre. 

On a en effet (87) et (87*) 

2y draj d' r^jp — Ij 2/ Ig t^ji dlj tj^q d'I^, 

2y d'-f]kj dnjf, — Ij 2/ Iq Ekjq ^'Çf/ tjpi dli. 

Substituant ces valeurs dans (93), tenant compte des conditions (72) 
pour permuter certains indices et faisant tout passer dans le premier 



( «o. ) 
membre, on a 

expression effectivement nulle, en vertu des conditions (73). Le calcul 
fait montre aussi que la formule (gS) peut s'écrire 

(93') 2y li Iq t^ji tjpq d^i d'^q = Ij 1( Ig tkjq Ijpi d' ^g ûÇ/. 

De (93), on tire successivement 

Ij drikj d'-fijp i,p = Ij d'-nkj dïijp Ip, 
Ip Ij drikj ^'fljp Ip = 2p Ij d'rikj drijp ^p, 
Ij dfïkj Ip Ip d f\jp =z Ij d f\kj Ip \p dfijp, 

et, d'après (88*) et (88), 

Ij drikj d'fij = Ij d'fikj df\j. 

De (93), on tire successivement 

2y df\kj d'fljp d/c = Ij d'n/ej df]jp fJky 

2* 2y o"* df\kj d'fljp = 2* 2y dk dfikj dnjp, 
Ij drijp Ijt (Jk dr\kj = 2/ dnjp lék dk df\kj, 

et, d'après (91) et (91*), 

2y d'f\jp drj = 2y dnjp d'-Cj. 

Profitant de ce que les variations rf'Ç,, rf'Çj, . . ., rf'^;,sont arbitraires 
pour les prendre égales respectivement à Ç,, ^2, . . ., Ç;,, on tire succes- 
sivement de (93'), (78) et (87) 

Itj Iti 2y tkji ^Jpq \q d^i = .2y 2; Iq Bkjq tjpi ^q d^h 
2y 2/ ekji d^i Iq Zjpq ^q = 2y 2/ Bjpi d^i iq Ekjq ^qy 

2y 2/ Skji dli fïjp = Ij li sjpi d^i rikji 

Ij rijp 2/ tkji di^i z= Ij rikj li tjpi d^h 

Ij f)jp drikj = ^j fikj drijp. 

En résumé, nous avons les formules 

( 93 ) Ij drikj d rijp = 2y drikj drijp, 

(94) Ij drikj drij =lj drikj drij, 

(95) Ijdrijpdxj ^zljdrijpd'Tj, 
( 96 ) ^J f^jp d'^kj — 2y rikj drijp. 



( Ï02 ) 

131. Actuellement, définissons n variations SÇ,, S^a, ...,5?» finies 
par les équations 

• > 

La chose est possible, car, par hypothèse, le déterminant de ces équa- 
tions, qui est A, n'est pas nul (n^ 127). 
De (90*), on conclut 

De (95*), (98) et (91), on tire 

( 99 ) ^j dxj d-njp = Ij dnjp Szj — Ij <7j dnjp— dxp . 

Maintenant supposons écrites les formules déduites de (90) en donnant 
à ries valeurs i, 2, . . ., /i; observons que les variations rf^^, rf^j, .., rfÇ„ 
étant absolument arbitraires et le déterminant A différent de zéro, les 
variations correspondantes rfT|, rfTa, ..., d'Zn sont linéairement indé- 
pendantes, nous concluons alors que la formule (99) ne peut subsister 
sans être identique; on a donc 

àripq = si /? ^ ^, 
àf]pq =z I si /> = <7 

ou, d'après une notation déjà employée (n** 114), 

(100) dr)pg={pyq). 

On tire de (88*) et (100) 

(loi) drir = Ij Ij if\rj — Ir- 

On tire de (92*), (loi) et (84) 

àz ■=: Stj (Xj ÔYJy == 2y C'y E,j = 0". 

En résumé, ayant défini SÇ,, S^^, ..•, S^^ psir l^s formules (97), on a 

(98) drr=(Jry 

(100) àf\pq = {p,q)y 

(loi) 5yî,. = Ç,., 

(102) 3t = o-. 



{ 



( 'o3 ) 

132. Des calculs précédents résulte cette conséquence importante, 
que pour tout système de nombres t^pq vérifiant les conditions (72) 
et (73), et de plus tel que A ne soit pas nul, le déterminant 



(io3) 



9 = 






f\n\ TQ/iS 



tî 



nn 



n'est pas identiquement nul. 

Si, en effet, on attribue respectivement aux variables ^1, ia» •••» ^/i l^s 
valeurs SÇ,, 8^2» ...,8?« définies tout à l'heure, il devient, d'après (100), 



(io4) 









• • • • • • 



^flnl ^^«j • • 



on 



nn 






Remarque I. — En remplaçant ^,, ^2» •••> ^n respectivement par p^, 
P2 »•■•»?»» on reconnaît que le déterminant ç est précisément le mémo 
que le déterminant e considéré dans la première Partie de ce travail 
(nM5). 

Dans ce qui suit, nous supposerons qu'on ne donne pas aux varia- 
bles ^1 , ^2, . . . , ^n des valeurs annulant ç. 

Remarque If. — ç est une fonction homogène du /i*^"* degré des va- 
riables $,, $2» •••» ^n'i observant donc que Si<, S^a» •••» ^^n «ont des 
constantes déterminées, que y]/y est linéaire et que, par suite, 

dP-^^f]ij^::0 pour p^l. 

On voit que o"ç se réduit au déterminant (io4) répété 1.2.. ./i fois, 
de sorte qu'on a 



(io5) 



-^ — = I. 

1 . 2 . . . /i 



i33. Introduisons de nouvelles variations définies par la formule 



(106) 



^p+l?r = ^pTOr 



pour toute valeur entière positive, nulle ou négative de l'indice p, et 



( io4) 

convenons d'ailleurs que ^o désigne la caractéristique S que nous avons 
déjà rencontrée (n** 131). 
De (94*). on tire 

D'après (106), (87), (72)^(87*), on a 

Ij df)kj àp rij = Ij df\kj ip-hi Ij = 2y 2/ Bkji d^i àp^i Ij = 2/ d^c Ij Zkji dp^\ Ij 
= 2| di^i Itj tkij dp-¥ I Çy = 2| d^i àp^x fiki ; 

donc enfin 

(107) 2y àpfikj drij = Ij dr\kj àp^^ Ij = Ij d^^., rik/ dlj. 

D'après (89), on a 

2y èp rikj df)j = Ij dp fïkj ^ifiji dli = li dli Ij r\ji dp nkj, 

et, comme les variations rf^,, rf^a, .. ., d!^^ sont arbitraires, l'identifica- 
tion du premier membre de la formule (107) avec le dernier donne 

dp^i fiki = 2y fiji dp fikj 

et, à cause de (96*), 

I 

(108) dp^i f\ki = Ij riji dp riAj = Ij f\kj dp -njt. 

Faisant /> = — i, on a (100) 

do'rïki = dnki^(fc, i) 

et par conséquent 

(109) ^j'njid-inkj = lj-nkjd-i'nji=z (A-, i). 

134. La formule (108) pour/? = o, combinée avec (100), donne 

di riki = Ij f\ji d^ rikj = 2y lOy/ dfikj = 2y riji{k,J) rzi f\ki ; 

dès lors, la formule (ïo8) peut s'écrire 

( 1 1 0) dp^x riki = 2y di r\ji dp r\kj, 

ot cela pour toute valeur entière, positive, nulle ou négative de p. 
D'une manière générale, on aura 

(m) dp^g f\ki — Ij dp fikj dg nji. 



( 'o5 ) 

Cette formule vient d'être démontrée quand on a y = i; elle est évi- 
dente pour y = o. 

Si Ton admet qu'elle soit vraie lorsqu'on y remplace l'indice q par 
l'indice y — i, elle sera vraie aussi pour l'indice q lui-même; car, en 
remplaçant dans (i lo) p par/? -h y — i, on a 

et, en vertu d'abord de l'hypothèse, puis de la formule (i lo), 

Op^g riji-i = Ij <5, riji Is ^p flks ^q-\ f\sj = 2, 5p f]ks 2y 3, Tïji dg.i Tisj 
=: 2, àp r\ks àq fïsi = 2y ^p fïkj àq f\ji. 

La formule (i 1 1) est ainsi démontrée pour les valeurs entières, posi- 
tives ou nulles de q et pour toute valeur entière de/?. 

Pour établir que l'on peut aussi admettre des valeurs négatives de y, 
je suppose la formule (i 1 1) exacte pour une valeur de y, et je démontre 
qu'elle l'est encore pour la valeur y — i . Acet effet, je remplace p par 
/? -h 7 — I dans (io8) et j'en conclus 

d'autre part, par hypothèse, on a 

àp-i-q r\ki = 2y àp rikj Og riji 

ou, d'après (io8), 

Op^q riki = 2y dp f\kj 2, f\si d,,_, f]js = 2, yî,, 2y «5^ n^j àq-i r\js» 

Égalant les deux valeurs de S;,+^ir)^/, on a 

^5 f\si dp-^q-\ "Oks = 2, Tigi 2y Sp Tj^.y 5^_, fljg 

OU 

^sfïsi(àp+ç-i -Oks— 2y <îp Tn*y àg-i r)js) — o ; 

écrivons les n relations semblables, obtenues en donnant a i les va- 
leurs I, 2, ..., /i. On voit qu'elles ne peuvent subsister que si Ton a 
séparément 

dp-^q~\ "^ks 2y àp f)kj àq-x fijs = O 

pour chaque valeur de^; cela résulte, en effet, de ce que le détermi- 
nant ç n'est pas nul (n*^ 132, remarque 1). 

Ainsi la formule (m) est absolument générale. 

B. i4 



( «06) 
J35. De (i 1 1) on tire 

^i àp+q t)jt|- = 2y dp f]kj iq f\ji Si > 

2i il àpi-q f\ki — 2* 2y dp r\kj àq fiji S/ = Ij dp rikj 2/ $,• àp -nj,, 

OU, en a|)pliquant à chaque membre (88*), 

(i 12) dp^q'f\k-=^jdpf]kjdq-r\j 

ou encore 

et, d'après (ro6), 

( I I 3 ) dp^q Ik = 2y (5p Y)A-y dq Ij. 

136. Etablissons la formule 

( 1 1 4 ) ddp^r = P^j dp-x r\rj d^j =plj dn^j dp^ , £y. 

En changeant p en p — ^ et k en r dans (107), on voit que les 
deux derniers membres de (ii4) sont égaux. Ainsi il suffit d'établir 
Tégalité du premier et du deuxième, ou du premier et du troisième 
membre de (i i4). 

Pour p = o, les trois membres sont nuls : le premier parce que 
ôo^^= 8^r est une constante, les deux autres à cause du facteur/?. 

Pour/? = I, à cause de (100), (106) et (101), on a 

do TOry = ( r, j) et 5, Ir = ^0 ^r = dfir — ^r- 

Les deux premiers membres sont donc égaux comme se réduisant 

Supposons la formule vraie pour l'indice /? — i , je dis qu'elle le sera 
pour l'indice/?. 

De (89*), (106), (107), (108), on tire 

Op-, y]|. = li riri dp^i S,, 

dp^r^^^iflri^p-i ^h 

d'où 

d,dp Ir — li dp..i '^i dr)ri -+■ 2/ tQw d. ôp._, 4/ = 2* ^p-i THn d^i -+- li y),.,- d, dp ..j S/, 
li riri d. ôp_| ^i=(p — i)li riri Ij dp_i rnj d^j 

=z{p — i)lj dlj lifiri 5p-j r\ij — (p — \)lj dlj dp^x f)rj; 



i 



( I07 ) 
donc 

Ainsi la formule (ii4)» vraie pour p = o. Test pour toute valeur 
positive de p. Nous allons voir qu'elle l'est aussi pour les valeurs 
négatives; il suffit de montrer que si la formule (i î4) est vraie pour 
l'indice/?, elle l'est pour l'indice {p — i). Comme précédemment, on 
a, d'une part, 

d. ip ir = 2,- àp.^ riri d^i •+• 2i flri d. dp-i Ç„ 

et, puisque l'égalité (i i4) est admise pour l'indice/?, en reprenant en 
sens inverse les calculs faits tout à l'heure, on a, d'autre part, 

d.dp t,r — P^J àp - , -Orj dE,j = li Sp-t riri dE,i-h{p — l) Ij àp^ , Yîry dçj 

= li àp.it]ridS,i-h{p — i) li i\ri Ij àp-t riij dlj, 

La comparaison des deux valeurs de rf.S^^r donne alors 

li T)„- d,àp..^ liz=i{p — i)li riri Ij 5p-î f\ij dlj 

OU 

li firiVd.àp-^ ii—{p — i) Ij àp-i riij dlj] = o; 

d'où nous concluons, d'après un raisonnement déjà employé au n" 134, 

^.(îp_,Ç/— (/? — l)2yÔp..,Yïiyt/Çy = 0. C. Q. F. D. 

La formule (i i4) est donc absolument générale. 

137. Remplaçant d par 8^ dans (ii4) et tenant compte de (ii3), 
on a 

(l l5 ) dçdp^r = Plj ^p-\ f\i-J àq Ij —pàp^^.<^ Ir» 

Il en résulte que, si X est une fonction linéaire homogène quelconque 
de ^,, ^2. •••• ^n» on a 

(ii6) dgdp'k=pdp+q^i'k; 

d'où, pour y = o, 

(117) àdp'k=pdp-^'k, 

d'où 

dôSpl^o^Opl =zpddp..^'k=zp{p — i)6y.,_,/; 



n 



( «08) 

et, en répétant la môme opération, on obtiendra d'une manière géné- 
rale 

(118) 3"' ^p^ =/>(/> — l)...(/?--W 4-1) Vm^ 

et, pour/? = — I, 

( 1 19) ô"* ô-, X = (— i)'» 1 .2. . .m i_i_,„).. 

138. Dans les numéros suivants, nous étudierons d'une manière 
particulière le déterminant ç. 

En premier lieu, 

9 à-i riri 

est précisément le coefficient de l'élément y)/^ dans le déterminant ç. 

Dans la formule (109), en effet, laissant invariable l'indice e, attri- 
buans successivement à k les valeurs i, 2, . . ., n, nous obtiendrons les 
n équations 

•/),, d_, Y),,- -h. . .-hYÎ|,.<î_ir),./H-.. .-MOinÔ-, Yîfl/=: (l, 0» 
•••• • • •••> 

y]|l Ô_i Yîii -H . . . -+- TTÎ/r ^-J flri "t" ..."+- t]/;, Ô_, Y)^/ =r ( «', /), 
• • ••> 

■0«i 3_,r),/-f-. . .-hYÎ;,r(î_iY}r|-4-. . .-HTQn»5-i tî«/=(«, l). 

Il suffît maintenant de les résoudre par rapport à S_,y];./ et de multi- 
plier la valeur obtenue par o pour vérifier la proposition énoncée (*). 
On a donc 

139. D'après la règle connue pour la dérivation des déterminants, 
on aura, en appliquant la formule (120) successivement aux diverses 
valeurs de r, 

do = ^y driji 9 0-1 fï\J -+- 2y </r)yj 9 3-, TOly -4- . . . -f- 2y ^r)y„ 9 5„, y)„y 
— 9 2y li df]ji <5_, YJiy 

ou, d'après (87), 

do — 9 2y 2,- 2^. 0_, Yî^y tjik d^f,, 

( ' } ? n'est pas nul (n* 132, remarque l ). 



( *o9 ) 
Pour transformer cette valeur de rfç, observons qu'on a 

^y ^rrj ^-1 fïjs =- ^J ^Jrs ^-l f)rj' 

En effet, lorsque dans (93) on remplace d par S_,, k par r, p par ^, 
qu'on prend, de part et d'autre, les coefficients des variations arbi- 
traires r/^,, d\.y, ,.., û?S„, qu'on les égale, après avoir tenu complr 
de (87), et qu'enfin on se rappelle les conditions (72), on est précisé- 
ment amené à écrire cette formule. 

On a donc 

^9 = ? 2/ ^k dlk iy ^jik 0-1 riij = 9 2, Ik dlk ^j ^iij 0-1 fijh 

— 9 2a: ly dik 0_, Tijk 2| £1/7 

et, à cause de (72), (74) et (91*), 

(121) do ~Q 2a- 2y (Tj dlk d_, Yîy* =92* ^-1 Ta- </^A. 

D'autre part, de (81) on tire 

dr — Ij Tj dlj. 

Supposons prises constantes les variations rfi,, c/^2» •••» ^S/iî nous 
pourrons déterminer ces valeurs constantes, de telle sorte que la fonc- 
tion de ^,, ia, . . ., ^n linéaire et homogène dz soit telle fonction linéaire 
et homogène que nous voudrons; car la détermination de ces constantes 
se fera au moyen d'équations analogues aux équations (97); ces équa- 
tions, du reste, donneront toujours des solutions puisqu'on a A^o. 

Soit X une fonction linéaire quelconque; dans notre hypothèse, 
on a 

0-. 1 CiZ = 2y dçj Ô-l Ty 

et, à cause de (121), 

/ K do > , 

(122) -^ :^z o_i ar. 



9 



OU 



(122') ^=za.,>.. 



Q 



140. Posons 

(123) Op,= iullî^ôt*©, 

^ ^ '^ 1.2. ..fX 



( iio) 
d'où 

(i2/i) fx9|jL = — dcp(i-i; 

on a aussi 

^cp,„ = d T-tli^ â'« 9I = ^~'^ a-'é/o; 
Li .2. . .m ^J 1.2. . .m ^ 

d'après (122') et en admettant, par conséquent, que les rfE/Sont con- 
stants, on a encore 

i .2, . .p ^ ^ 

et, a cause de (119), 

a"» ^9 = â"*9 d_iX — m 8"'-«9Ô_,X -h m(m — i)^'«-*9d_,X — . . . 
-h(—i)Pm(m — i)., . {m — p -h i)S"^-P (pà^i-pl -h . ., 

d'où enfin (i23) 

(12.5^ ; ^?/«= 9/«^-iX + 9,;, iâ_,À-i-. . .-+- 9i(5_;„X H- 9Ô_,_,„X =^ ?tJLQ|jL->/t-iX 

( (?o = ?). 

Distinguons les deux cas 

m ^^ «, 
/w <; n. 

Premier cas. — On a (iod) 

et, par conséquent (124), 

o = 9«-Hi = 9/14-ï = . . . ; 
d'où, si m^n, 

(1 = m (1 = M 

(126) o = <i9,„ = \ 9,jLd^_,„_,X = \ 9,i5pL--m-i>" 

La fonction linéaire homogène X étant quelconque, on peut la rem- 
placer successivement par Ç,, Ç2» • • •» S/i- On a donc 

[L=rn 

(127) \9{A'5fA-//' i^r = o (/' = I, 2, ...,«) (m>/i). 



{ ïl' ) 

Soit ^ une fonction quelconque des ^,-, on aura 

(128) \ (ppL*|JL-m-lV|> = 0, 

pL=0 

car 

{1 = |X = /=! /=1 J1 = 

Appliquant (i 28) à la fonction Sy,4.w4.2 5r» où p désigne un entier quel- 
conque, on a 

Jl=0 

mais (1 16) 
donc 

(/?-+- m -h 2 ) \ <p^.<5p+,iÇr = o, 

J1 = 

et, comme pour chaque entier /?, on peut toujours choisir l'entier 
m (/w^/i), tel que p -+-m + 2 ne soit pas nul, on voit donc en parti- 
culier que Ton a pour/?^o 

ii=« 

(129) \ 9^3p^.^^,.= o; 

^l=o 

d'où l'on déduit [de la même manière que la formule (128) se déduit 
de la formule (127)], pour une fonction quelconque, 

ii=« 

(i3o) \<?^àp^^^ = o. 

[1 = 

Et, en appliquant à la fonction a, 

11=11 
(i3i) \ 9p^ôp+pt<7=:o; 

|1=0 

cette formule est importante. 



( "2 ) 

Deuxième cas. — Si m < /i, on a 

}4=0 (4 = (4 = m-*-l 

ou (i3o) simplement 

(4=11 

d^m^=^— 7 ?(40(4-m-i^; 
(4 = m4-l 

posant [JL = w -h I H- (jl', puis remplaçant de nouveau (x' par [jl, on a 

(4 = «— m — 1 



^?//ï = — y^ 9(44-/n4-l ^(4^'. 



(4 = 



Particularisons la fonction linéaire X et prenons-la égale à r/T, nous 
obtiendrons 

(4 = n — 7n — 1 
^9"» — "~ /^ 9(4+m-»-l ^|4 ^T. 



|4 = 



Nous pouvons, dans cette formule, remplacer les variations con- 
stantes d\i par les variations correspondantes S$, qu'on sait être con- 
stantes, et l'on a, en vertu de (102) et (12/1), 



(4 = « — m — l 



(/n-hl)9,n+t = — \ 9(4+m-»-l^(4 0-, 



(4=0 

ou, faisant /w -h i = /w' et supprimant l'accent, 

(4=n — m 



9ffi= \^ 9(A-»-/n^(4 0"' 



I 1 3-^ ) m 

\ I — 

(4 = 

Cette formule importante a lieu pour 
et aussi pour /w = o, en vertu de (i3i). 



\ 



( "3) 



§ III. 

Détermination du système de fi^ nombres dont dépend un système donné 

de solutions des équations de condition. 

141 . Ce paragraphe est consacré à la démonstration de la proposition 
que voici : 

« Un système donné de nombres tj.p^ vérifiant les conditions (72), (^3) 
et L^o peut toujours se déduire y au moyen des formules (71), d'un sys- 
tème de n^ nombres e^j, dont le déterminant nest pas nul; et le système des 
nombres e^j correspondant à un système donné de nombres t^pq ^^^ unique. » 

Le déterminant 9 est une fonction homogène du n}^^^ degré des 
n variables ^1, Ça» • ••» L« Si, d'une manière générale, on y change 

fr en tr — XÔÇr 

(âÇ,, SÇ2 •••» SÇ/i étant les constantes déterminées n"" 131), ç deviendra, 
d'après la formule de Taylor, 



I 1.2 



I . 2 . . . A2 



c'est-à-dire (i23) 
(i33) 



*i=:(p-hX9,-+-X'9,-h...-+-X''9„ (•); 



à cause de (io5), on pourra écrire identiquement 



(i3/i) 



tI>{X) = (x,~X)(.r,~X)...(^„-X), 



^,, 0^2» • • •> «^rt étant les n racines de l'équation $ = o. 



(1) En observant que le changement de Çr on 5^ 
par rtij—{i,j)Xj * peut encore s'écrire 



— Xc^Ç/. remplace, d'après (100), >î/y 



♦ = 



>Jii — X ïjij 

^'21 *Î2Î — ^ • • • 






• ••••#• *•• 



^nï 



'îrtl 



^nn 



B. 
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142. Posons 



( i'4 ) 



S„ =: jcf ^- .r J 4- . . . + J7j (So=n); 



les formules de Newton, appliquées à la sommation des puissances 
semblables des racines de l'équation $ = o, sont ici 



(i35) 



9S;, + 9iSp-H,-4-.. . + 9„Sp+„=:o (plo) 



et 



P9n-p + ?«-p4-i s, -^ . . . -H 9rt Sp = o (/?</*); 



cette dernière peut s'écrire, en faisant n —p = m, 

(i36) W9m — 9,«So-H9m+iS,-h. . .-t-9„S«_,„ (m = o, i, 2, . . ., /i); . 

ces deux formules déterminent complètement et d'une seuk manière 
les sommes S, , 83, ... en fonction des coefficients ç» fo Ça» • • • » ?/i de 
l'équation $ = 0. Or, d'après les formules (i3i) et(i32) trouvées au 
§ H de ce Chapitre, on a aussi 



et 



9(îpO--+-9tdp-j.,(7-h. . . -H 9„ dp4-« ff = o (plo) 
ni(^^=z(p,nà<j -h 9,«+i(îi(7-f-. . .-h9„ô„_,„(7 (m = o, 1,2, . . ., /i); 



il faut donc en conclure rigoureusement 



(■37) 



Syj 6p C. 



On voit en conséquence que le discriminant D de l'équation $ =0, 
c'est-à-dire le produit des carrés des différences des racines, a pour 
valeur 



I)^ 



^ 

00" 



(îi(T 



Sn^l<T 



ôi^ OnU^ ... d„cr 



• ■ • • • • • 



^n-\ ^ ^n^ • • • ^J«-j<y 



143. Transformons cette expression. On a (90*) 



•5/1 Tr = Tri ^p ^1 -^ î'rî ^;j ^2 "H • • • "+- ^rn ^p ^n i 



( •'■> ) 



on en conclut 



% 

^^-1 


OT, 


0T« 
















0,T, 


3,Tj 
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"ll^w-lï 


i-r- "^u ^«-1 Çi^"- • •-+- "^i/t 5n- 


'^îl Û/l-1 Çl"+-'^îî 5/1-1 Cî-^'-'-'-'^l/l '^/l-l î« 
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Hi 
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X 
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en appelant p le deuxième déterminant facteur. 
Je dis maintenant que, pour le discriminant D, on a 

D = Ap«. 

Effectuons, en effet, le produit des deux déterminants Ap et p, en 
procédant par ligne dans Tun et l'autre déterminant. Le (yn-i)*^™* 
élément de la (/^-hi)*^™® colonne du déterminant produit sera donné 
par la combinaison de la (y -f- i)*^"« ligne de Ap avec la {p-b i)*^"* ligne 
de p, c'est-k-dire sera 

En se servant de (91*), {i i3), puis (84), on trouve 



Ij Sq Tj dp Ij = 2y dp Ij lék (7 k dq TikJ - 



— 2a: C'a dq Taj, 

— IjOqflkjàpij, 

— 1k <7k 1j Op Ej dq Taj = 1k ^k dp i-q t,k 



p-hq' 



leiue 



Ainsi l'élément qui appartient à la(/?-f- 1)^^"* colonne et k la(y 4- i)" 
ligne est précisément le même dans les deux déterminants Ap^ et D; 
on a donc effectivement 



(i38) 



I) = Ap«. 



De Ik cette conséquence que D et p sont différents de zéro en même 
temps (car A^o). 

On peut démontrer que, si A n'est pas nul, comme on l'a supposé dès 



(ii6) 

le commencement, on peut toujours choisir des valeurs pour les va- 
riables $,, $2, ..., Ç;j, telles que l'équalion $ =o n'ait aucune racine 
multiple ; dans ce cas, ni le discriminant D, ni le déterminant p ne sont 
nuls (*). Nous supposerons les valeurs des variables ^,, ^2. •••» ^n 
choisies en fait, de manière qu'il en soit ainsi. 

(») Pour établir celle proposition, on montre d'abord que les /^ racines de l'équa- 
lion * = sont de la forme 

Cela étant, et jti, ^^2» • . •> ^n désignant ces n racines, au moyen des formules (iSj). (S4 ). 
(106), (85), (89), (ici), (83), on montre que 

.r,, ^2, . . ., ^ft étant des fonctions linéaires homogènes des variables Çy, on voit que la 
forme quadratique ir est décomposée en une somme de n carrés. Le discriminant de cette 
forme est précisément A, qui, par hypothèse, n'est pas nul; on en conclut que les n fonc- 
tions linéaires .rj, xs, ..., Xn sont linéairement indépendantes. Leur déterminant n'étant 
pas nul, on pourra déterminer Çi, ^i, . .., ^n par les équations 

<7, 6, . . ., / étant n quantités distinctes. On aura ainsi atteint le but proposé. 

Voici" maintenant, en résumé, comment on montre que les racines de l'équation 4> = o 
sont de la forme X = «i |i -t- «2 S2 -*-•••-+- «« 5«« 

Soient £/$/ et cr5i(/ = i, 2, . . ., n) dos variations constantes; dxr, dn^sj dz^ dvirs sont 
alors constants. L'application successive dos formules (91), (89*), (96), (86), (83*) con- 
duit à 
( A ) Sy dzj d 7)y = Sy y d d r\j. 

Partant de 

<f logcp = ^k^-\'^kd\k, 

au moyen de (lai*), (86), (81), (ii4), (75), (90), (88) et enfui (A), et de ce que d'^k, 
dr^js, d'xj sont constants, on déduit 

(B) dd\o§(f =-~^t^j'^jddirij. 
On définit une troisième variation (constante) par la formule 

d''^r=dd'7ir. 
Appliquant (81), (B), (i 19), (laa), on trouvera 

(C) dd\og(f = d''^\o^^. 
On remarque alors que l'on a 

cette formule montre que son premier membre est divisible par <p. 

De (C) et en prenant les variations constantes d'^r égales aux variations correspon- 
dantes d^ry on conclut que l'expression 

(D ) R = cep* d^9 — 2 6<p rf<p 8 rfcp -h 8* <p ^<p* 



( "7 ) 

144. Cela posé, soit a? l'une quelconque des racines a;,, œ^, . ..,.r,i; 
définissons /î quantités <?,, ^2, ...j^^par les égalités 



e,3„_,$i -h ^îô„_iH, -h. . . 4- e«5«_i£^ = j;"-» ; 



peut s'écrire, en désignant par P une fonction entière de ^i, ^i, . .., ^/t, 

(E) R = ^P. 

Ce point important établi, soit,d*une manière générale, <{/ une fonction entière des varia- 
bles lr\ posons 

[résultat des substitutions ( Çr [ ^- — X 8;^ ) dans ^/J, on aura (car les d^r sont constants ) 

(F) d^(^) = ^{d'\>)--^{^)dX, 
L'équation * = o pourra s'écrire 

(G) e(<p) = o. 

Soit X une racine de l'équation (G); on différentiant deux fois et appliquant chaque 
fois (F), on a 

(H) dz{^) = o = z{d^) — zm)dX, 

o = d[t{d^)] — d[zm) dX] 
= £(rf»cp) — e(8 rfa>) dX — ê(o^) r/»X — dX[t{dù^) — £(o» cp ) dX] ; 

éliminant dX au moyen de (H) et parce que 5 rfcp = rf8o, on a 

(K) [e(ocp)]»rf*X = [e(8ç)]n(rf«ç) — 2E(Scp)e(r/5cp)£(é/cp)-f-£(8ïo)[c(rfcp)]î. 
D'ailleurs, pour deux fonctions entières 4^ et 4^1 des variables (r, on a 

l'égalité (K) peut s'écrire (D), (E) 

[£(8cp)]3rfîX=£(R) = £(cp)£(P). 

Si X est une racine de (G), on a d*X = o, quels que soient les {,.; car e(8cp) ne peut être 
identiquement nul, puisque 8(p lui-même ne l'est pas [en effet (io5) donne ^"^ = 1.2../^]. 
Donc on a 

X = «1 5l -+- rtj Çî H- . . . 4- ^rt Çrt 

sans terme indépendant des Çr» puisque pour Çt = ?î = . • . = Ç« = o, * = o se réduit à 
X« = o. 

(roir les Notes de M. Dedekind dans les Forlesungen ùber Zahlentheorie^ von Lejeine- 
DiRicHLET. Zw^eite Auflage, p. 434; 1871-) 



( i>8) 
la chose est possible, puisque Ton a 

p ^ o. 

Mais, en outre, on a aussi 
pour toutes les valeurs 

p z=iO, I , 2, .... 

En effet, supposons que Ton ait 
pour les valeurs 

niz^ p, y? -h I , . . . , /? -h /i — I ; 

multiplions (i4o) par Cm-;?» puis donnons à m successivement les va- 
leurs p, p-h i y .... p-h n — i et ajoutons tous les résultats obtenus, 
nous aurons 

//i=r/n-/i — 1 m—p-\-n — \ m—p-^n — l m—p-i-n~ 1 



<*\ 



\ 9//i-/> 0//, ;i -H ^j y^ 9/M-p <îm Hj -i- . . . -f- ^« 2, ^'" A» ^"* ^« ~ \ 
m—p m=.p mz=p m~p 

OU, en posant m — p = \i.. 



jm—p^ 



^l<^j ^ ?i.V/.-:y)- ^ çr^"*"". 



{1=0 / (;=o 

D'après la relation (129), on a 

^ ?{l 5jA4.,, £y rzi: — O,^ d„ 4.,, ;y , 
(1 = 

et, d'après l'équation $ = o, 

(1=11—1 



y 9^..ri^-^/' = — 9«.r^^". 



{i^O 



( "9 ) 
On a donc aussi 

ou 

(car 9,^ pz^ o). C'est dire que, si Tégalité (i4<>) a lieu pour n — i valeurs 
consécutives de l'entier m, elle a lieu aussi pour la valeur suivante et, 
par conséquent, à cause de (îSg), elle est générale. 

145. Définissons maintenant, pour chaque système d'indices r, s, 
de nouvelles quantités au moyen des égalités 

Multiplions les deux membres par 

^P ir àç ?„ 

attribuons à r et 5 tous les systèmes de valeurs déduits de 
et faisons la somme; nous aurons 

Ir ^s ^r^ àp ^r àq ?, — Ir ^s ^J ^Jrs ^J àp ^i- Oq ^, = 1,. Ij Cj dp ;,. Ig Ejrs ^q Ç.v ; 

mais (78) et (i i3) 

àp^ 7 ?y = 2r àq rijr àp £;.. 

Donc, en tenant compte aussi de(i4o), 

Iris ejf' dp S^r dq ^s = Ij Ir ^J àp ?,. àq fljr = Ij Cj àp^q \j 

— XP-^^Z=Z XP Xi z=z {!,€,, àp Ir) (2*^* àq Is)' 

On en conclut, en ordonnant par rapport à Ip^r et lq\,, 

2;.2,(e55^ — e,. e^) àp Ç,. àq Is = o. 
OU 

[ls{e\''-e,es)àq^,]Sp^,-h[ls{e^^^--e,e,)àqEs]dp^^,-^.., 

-^ [ls{e\t^—enes)àq^^s]àp^n = o. 

Donnant k p successivement les valeurs o, i, 2, . . ., w — i, puisque 



( Ï20 ) 

lo déterminant p est différent de zéro, on doit avoir 

et cela pour toutes les valeurs q = o, i, 2, ..., n— 1. Ici encore, 
rhypothfese que le déterminant p est différent de zéro exige que l'on 
ait 

ou, ce qui revient au même(i4i)> 



(142) 



€f€g — ^\rs^l "" ^irs ^j ~t~ • • • ~\~ ^nrs ^n 



146. A présent, reprenons tous les calculs que nous venons de faire 
pour chacune des racines a?,, ^r^, . . ., x^ de l'équation $ = o; nous 
obtiendrons chaque fois un système de n nombres, que nous désigne- 
rons par 



E 






• • » • • • ( 



l/i> *'J«» 



'/i/i* 



Pour chacun deces systèmes, la formule (142) aura lieu, desorte que 
les n quantités 



e 



peuvent être regardées comme un système de quantités muUivalenies 
dans le sens expliqué au Chapitre I de cette troisième Partie. Les n sub- 
stitutions seront 



(i43) 



V^l> ^î> • • • ) ^n I ^1J> ^ls^ • • • > ^ns) \^ — ï»^, ...,/2}. 



147. Un point important est encore à prouver, savoir que le déter- 
minant 



n'est pas nul. 



^11 
^12 






• • « • • 



\n ^in 



... 



( «a- ) 

A cet effet, après avoir effectué dans (i'^9)les n substitutions [i\'i), 
considérons le discriminant D, nous trouverons 



v/D = 



1 1 ... I 








.i'i .rj ... Xn 














* 










C|lÔ$i -^6'j|05i 4-...4-r?,ii05« 


^'lî^îi -H..-^-<7/iiO;/i 


.. ^'i«Ô$i H-...-f-f,|«0;,, 


^uSlSl -»-<?îl5i5i -+-... -4-^/11 Si 5„ 


c\i^\\\ -»-..• 4-^/11 Si 5 rt 


•• ^1/tOlÇl -^...-+-t'«/|Ôi;« 


^11 S/i-l Çi -+-^ji 0«_i Çj -f-. . .-+-<?/it 0/j -l 5« 


^lî'^/i-i Çi H"- • •■+- <?/is ^/i-i ?« 


, . Cin^n-i 5l -î-'-'-^-^'w/i 5,1-1 ;..| 


et, puisque 


1) - Ap», 




on a 









e* = A, 

de sorte que si A n'est pas nul, ce qui est supposé, e ne l'est pas non 
plus. 

On peut dès lors appliquer au système des n} nombres que Ton vient 
de trouver tout ce qui a été dit du système des n^ nombres considérés 
dans le Chapitre I de cette troisième Partie. Et, en particulier, il est 
démontré : « que chaque système donné de nombres e^^, vérifiant les 
conditions (72), (73) et A 7^0, peut toujours se déduire d'un système 
de n} nombres dont le déterminant n'est pas nul, et cela par les for- 
mules (71) ». C'est là précisément la première partie de la proposition 
énoncée au commencement de ce paragraphe; l'assertion contenue 
dans la seconde partie de la même proposition sera justifiée par la 
remarque qu'on va lire. 

148. Remarque. — Dans le courant de la démonstration précédente, 
on a particularisé les variables ^|, ^3, . . ., ^„ : on a obtenu dès lors un 
certain système de n^ nombres E. Arriverait-on au même système Een 
particularisant autrement les variables $,, ia» •••» S/i? (^-cs valeurs 
attribuées à ces variables sont toujours supposées prises telles que 
l'équation $ = o n'ait que des racines* simples.) C'est la question que 

nous allons résoudre en terminant. 

13. iC 



( '" ) 

En nous servant du système des n^ nombres E que l'on vient de 
trouver, imaginons une quantité j^ qui, parles n substitutions (ï43), 
prend 1 es n valeurs y,, j^, ...,7;,. Soit, par exemple. 



ou 



('44) 



) fz = ?l ^12 4- Çj «22 -H • . .-+-$« «/I2, 



J'» — SI «!«"+" S2«t/i + ' • •■+" ^n^ani 



et laissons ici les variables i,, ^3, ..., i^ susceptibles de prendre n'im- 
porte quel système de valeurs (vérifiant toujours cependant la condi- 
tion relative à l'équation $ = o). 
En vertu de {i/\2), on aura 

yCr'^^ Çl C|. ^i -+- Çj «r «2 ~^" • • • "+~ 4« «/•«« 

= SI (êii-1 «|4- ^«rl «2-H. . .H-Ê/iri ««) 
"'" S2 (fiiri «i "H e2r2 «2~^' • -4" £/ir2 «n) 



"^ S»(Sir/»«l H" £2rrt«2 4" •••"♦" £iir/»«/i) 
=: 2*2; Çy £jtry «A- = ^ifc e;t 2y £f,rj Ij = 2;t «A- YÎAr- 



Considérons le déterminant 



(/,— X)<?„ c>'ï— X)«u 

(^'i— X)e,i (/2— X)e„ 
(r,— X)e„i (r, — X)e„, 



(/« 



X)e,„ 
X)^,„ 



O'/i — X)e,^„ 



=::e(7,— X)(/, — X)...(/„— X) 



formé avec les n} quantités, que Ton déduit au moyen des n substitu- 
tions (143) de la différence 



('45) 



( V — X)e,. = Ik^ic [f\kr — {k, r)\]. 



en attribuant à r successivement toutes les valeurs i, 2, ..., n, et oii X 
est une variable quelconque indépendante des n^ nombres E. 






{ «23 ) 

Ce déterminant a pour valeur, comme le montre la formule (i45), en 
remplaçant en outre le symbole {k^r) par sa valeur o ou i, 

<?l|Tfll|-+-<?tl(Tijj— X)-|-. ..H-<?/iîTl/U ^lj''iU-t-<''2ï(T'lîï— X)H-...-f-C„j7)„j . . . <?1/| T,i5 -+- 6'j„ (Tj jj — X ) -h. . .-+- C'«„7),;, 



t'ii fit 



f'in Ci,t 



Cfit 

• • ■ 



''lu — X Tjij T^irt 



TQ/Il 



^/IJ 



^tnn — X 



Ainsi (puisque e^o), on a (voir la note, p. ii3) 



(i46) 



(7i-X)(j,~-X)...(/,-X)=:0(X). 



La fonction $(X)deX et des variables $,, $2, ...» S«a s«s coefficients 
absolument déterminés par les nombres irpq • il f^iut donc, à cause de 
(146), que les coefficients des variables ?,, ^.^, ..., Ç^, le soient aussi 
dans les quantités jv,,^^, ..., j„; par conséquent le systèmedesw- nom- 
bres E est unique et une autre particularisation des valeurs ^,,$2, ..., 
^n "6 conduira pas à un système différent. 



FIN. 



ÎS FOUML'LKS. 



('07) 

(108) 

('09) 
(I 

(I 
(' 
(I 
(■ 
(• 
(■ 
(■ 



1) 
2) 
3) 
4) 

5) 
6) 

7) 
8) 

9) 



(I 
(iî*i) 

(129.) 

(122') 
(123) 

(la.'i) 
(120) 



( Ij ,, Y) ij tir,j = Ij (Ir, kj àp +. 1 ij 
0/1+1 r<*,- = ljnjid,,-fnj = lj-(nj^pr,j,: 

ljnjiS-ini.j = li-nijS-itiji — (A-, /). 

Op^qtiki = -y Opftijô^nji. 
0/»+7^^- ^^jOpr\i,.jà,jÇj, 

àq$pl = pdp^f,-i'k (X^ifonct. lin. dos ^/). 

0'"0_,>v=: (— l)'«.I .2. . .//*(î_,_„|>.. 
^/9=92;l.Ô-lTA•r/4A•. 
!-2 = O-.r/T (los r/£, sont consinnis). 

? *' 

-2 =zo_,/. (/. — fonol. lin. dos £/). 



Qi 






I .:>. 



F9|j.=— o?ji.-i 



a=m 



^9/« = \? 









(126) 



^<p,„=r\ 9,^0p,_,;i ,X=:o (m-^n), 

a=0 






(127) \ ?{xV'"-»^'==^ i'n^n). 






(128) V O(i.0pt-;;,_, '^^^o ('^ fonc. qnolc. dos £/). 



11 = 



(i2()) 



(i3o) 






(i3i) 



|l.=:0 



9iiO/j+iA5" = o. 



ll=/I- 



m 



(l32) 



N ?|X4-,«0{1 {7 = '''?;« (//'=0, 1,2,. ..,/#). 



UL - 
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